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第 一 章 ”天 量 代数 


在 这 一 章 里 , 我 们 要 介绍 矢量 的 代数 运算 。 这 些 知识 假定 读 
者 早已 知道 ,在 这 里 不 讲 细 节 , 只 讲 与 以 后 讨论 矢量 和 张 量 分 析 有 
关 的 材料 。 

在 各 门 科学 中 所 遇 到 的 量 , 可 以 分 为 两 类 :一 类 完全 由 数值 决 
定 , 例如 面积 温度、 时 间 、 质 量 等 ,这 一 类 量 称 为 标量 ; 另 一 类 量 ， 
只 知道 数值 的 大 小 还 不 够 ,还 需 说 明 它 的 方向 ,例如 力 、 速 度 、 加 速 
度 等 , 这 一 类 量 称 为 矢量 (或 向 量 )。 仅 表示 矢量 大 小 的 数值 称 为 
矢量 的 模 。 如 果 抽 去 矢量 的 具体 性 质 , 矢量 可 以 用 一 条 有 向 线段 
表示 ,使 它 的 正方 指向 矢量 的 方向 , 它 的 长 度 等 于 矢量 的 模 。 表 示 
矢量 的 记号 是 用 一 个 上 面 带 着 箭头 的 拉丁 字母 如 a 、b …，, 或 用 
黑体 字母 A、B、… 来 表示 。 有 时 为 了 表示 出 它 的 起 点 和 终点 , 便 
用 OM, AB…, 其 第 一 个 字母 表示 矢量 的 起 点 ,第 二 个 字母 表示 撩 
量 的 终点 。 矢 量 a 的 模 用 |a| 表 示 。 

本 书 所 讲 的 矢量 均 指 自由 矢量 ,就 是 当 两 个 矢量 的 方向 相同 ， 
模 相 等 时 ,就 认为 它们 是 相等 的 。 因 此 ,一 个 矢量 经 过 平移 后 仍旧 
是 原来 的 矢量 。 


31.1 矢量 的 加 .减法 
一 、 加 法 
设 有 几 个 矢量 , 例如 四 个 矢量 a、b、c 和 d。 任 取 一 点 0, 作 矢 
量 a, 由 它 的 终点 4 作 矢量 5, 再 由 矢量 5b 的 终点 8 作 矢量 c, 余 类 
推 (图 1 一 1), 这 样 直至 取 尽 所 有 的 矢量 为 止 。 结 采 就 得 到 折线 


04BCD, 该 折线 的 封闭 线 0D 就 称 为 所 给 和 天 量 之 和 , 记 作 a 十 b 十 c 
十 d。 


图 1 一 1 


特别 是 , 两 个 矢量 a, b 的 和 a 十 b (图 1 一 2) 是 以 a 的 起 点 0 
为 起 点, 以， 的 终点 于 为 终点 所 构成 的 矢量 OB。 


由 图 1 一 3 禄 图 1 一 4 可 知 ， 天 量 和 具有 加 法 的 交换 律 和 结合 

律 。 即 
ca 十 总 一 bb 十 a 
和 
4 十 (b 十 c) 一 (a 十 b) 十 5 

二 、 减 法 

天 量 的 减法 定义 为 加 法 的 逆 运 算 , 如 果 矢 量 5 十 M = 二 a 则 称 
矢量 M 为 矢量 a 与 6 之 差 , 记 作 a 一 6。 即 

M=a—b 
2 


图 1 一 4 


求 矢量 a 一 6b 的 几何 方法 如 下 : 

由 矢量 a 的 终点 作 一 矢量 c, 让 * 与 矢量 5 的 大 小 相等 , 方向 
”相反 , 则 以 矢量 a 的 起 点 为 起 点 ,以 矢量 c 的 终点 为 终点 的 和 失 量 
M (图 1 一 5), 它 满足 关系 式 ， 


b+-M=a 
,， 故 和 拓 量 MM 是 a 与 b 之 差 。 : 

与 天 量 N 大 小 相等 方向 相反 的 天 量 , 称 与 N 相 逆 的 天 基 , 记 
作 一 N。 由 图 1 一 5 可 知 矢量 a 与 5 之 差 a~b, 也 就 是 a 与 一 b 之 
“和 。 即 | 

4 一 一 QQ 十 (一 所 
”为 方便 起 见 , 我 们 把 模 为 零 的 特殊 天 量 ， 称 为 零 矢 量 , 记 作 0， 
或 简 记 0, 零 矢量 的 方向 是 任意 的 。 对 于 任意 一 个 矢量 a 均 有 


3 


图 1 一 5 


(人 一作 一 1 


S$ 1.2 数量 与 天 量 的 乘积 

若 有 一 个 数量 m 和 一 个 矢量 a, 所 谓 数 其 m 和 矢量 a 的 乘积 
ma (或 am) ,是 一 个 矢量 。 它 的 模 等 于 |m| 1a|; 它 的 方 同 , 当 m 放 
0 时 方向 与 a 相同 , m 之 0 时 方 奇 与 a 相反 ,和 一 0 时 模 为 零 , 是 
个 零 矢 其 ,方向 是 任意 的 。 

位 于 平行 线 上 的 天 基 , 称 为 共 线 和 拓 莉 。 设 a 与 上 是 两 个 非 专 
天 量 , 如 果 两 矢量 共 线 , 则 它们 具有 相同 或 相反 的 方向 , 由 数量 与 
天 量 乘积 的 定义 知 ， 两 天 量 间 存在 关系 式 : 


b=ma 


友之 ， 若 两 失 量 具有 关系 式 p=mau, 则 和 天 量 b 与 a 具有 相同 或 相 
反 的 方向 ,因此 矢量 5 与 矢 基 a 共 线 。 
根据 以 上 的 讨论 可 知 , 对 于 任何 两 个 非 零 矢量 e 与 5，, 它们 共 
线 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 个 不 等 于 零 的 数量 m 使 等 式 b 二 ma 成 
模 为 1 的 矢量 , 称 为 单位 矢量 。 矢 量 a 的 单位 矢量 是 方向 与 
a 相同 ， 且 模 为 1 的 矢量 , 记 作 a'。 显 然 , 任 何 和 天 量 a 均 可 写成 
a= |ala" (1—1) 
4 


上 面 的 式 子 把 矢量 a 分 成 两 部 分 , 分 别 表示 该 矢量 的 模 |a| 和 和 伍 
的 方 呵 a"。 


$1.3 詹 量 的 投影 
在 解析 几何 中 ,已 经 讲 这 线段 在 轴 上 投影 的 基本 原理 ,现在 我 
们 来 讨论 天 其 在 轴 上 投影 的 基本 定理 , 这 些 定理 容易 由 解析 几何 
中 有 关 投 影 的 定理 得 到 ,这 里 将 不 加 证 明 地 叙述 其 主要 内 容 。 
定义 设 有 一 矢量 a 及 一 轴 上 4 过 矢量 a 的 起 点 4 和 终点 8 
分 列 作 平面 P.& 玲 直 于 轴 /, 且 交 轴 于 4 和 B' (图 1 一 6) ,我们 称 
轴 /上 的 有 向 线段 4 B' 的 值 ( 记 作 4 B' ) 为 和 撩 其 a 在 轴 ! 上 的 投 


影 ， 记 作 prjia， 吧 


prja = A’' B! 
大 于 矢量 的 投 虑 有 下 面 的 基本 定理 : 
(1) 天 量 a 在 轴 / 上 的 投影 等 于 天 基 a 的 模 与 撩 量 a 及 轴 / 
闻 夹 角 w 的 余弦 的 积 。 即 
prjia = |a |cosg (1—2) 
(2) 和 拓 甚 和 在 任何 轴 上 的 投影 等 于 各 项 矢量 在 同 轴 上 的 投影 
之 和 。 有 即 | 


2 


pri(a 十 b 十 c 二 dd) 
= priia + prjb + priic + prijid (1 一 3) 
设 矢量 OM 的 起 点 是 坐标 原点 0, 而 终点 的 坐标 是 (z，y， 
z) ,如 图 1 一 7 所 示 , 由 矢量 的 加 法 得 
OM = OP PM 
下 
OP 一 04 十 4P 
央 AP=O0B,PM = OC 所 以 
OM =OA+OB+OC 


图 1 一 7? 


矢量 04、0B 和 OC 称 为 矢量 OM 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 。 点 
M 的 坐标 zx 一 04,y 一 08,z 一 0C,， 因此 04,05,0C 正 是 矢量 'OM 
在 坐标 轴 上 的 投影 。 我 们 在 坐标 轴 的 正 向 作 单位 矢量 , 以 i, j,k 
表 之 ,这 样 引进 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 单位 矢量 , 称 为 基本 单位 矢 
量 , 于 是 
OA = zi, OB=yj, OC=zk 
所 以 | 
: OM = zi 十 yj 十 zk (114) 
.6 - / 


式 中 z, yz 是 矢量 OM 在 坐标 轴 上 的 投影 , 在 矢量 的 起 点 为 坐标 
原点 的 情况 下 ,x,y,z 也 正好 是 矢量 终点 M 的 坐标 。 
上 面 会 式 , 不 但 对 于 由 原点 出 发 的 天 量 是 成 立 的 ,并 且 对 于 以 
空间 住 一 点 作 起 点 的 矢量 也 是 成 立 。 
a C= a 二 ai a:k (1 一 5) 
其 中 ay 是 拓 晤 a 在 坐标 轴 上 的 投影 。 这 个 表示 式 称 为 失 量 
a 的 投影 式 , 简 记 为 a 二 {4sy4ys4:}。 
天 量 的 投影 表示 式 在 矢量 理论 中 有 特别 重要 的 意义 , 依靠 它 
建立 起 矢量 理论 的 两 部 分 , 即 几 何 的 和 代数 的 两 部 分 之 间 的 联系 。 
设 已 知 两 个 天 量 
G 一 - Go 十 Gy 了 十 Go 天 
与 
b= bi 二 b,j 二 bk 
由 投影 的 基本 定理 可 得 
(a 十 bb)v 一 0 十 5 (a 二 60),= a, 十 Db, 
(a 二 +b);=a;+b, 
由 此 
a 十 bp 一 (ce: 十 0 (Cay bj (Ca++b)k (1 一 6) 
也 就 是 已 知 矢 量 的 投影 ,在 几何 相 加 矢量 时 ,必须 将 同名 的 投影 分 
别 相 加 ,这 样 一 个 几何 和 归结 为 三 个 代数 和 。 
仿 之 ,几何 差 可 以 写 为 
a—b= (a—b)i (Gay—b,)i 二 + (a ~— b.)k (1—7) 
数量 滋 夭 最 可 以 写 为 


ma 一 mazi 十 mayj + mask (1 一 -8) 
联结 坐标 原点 与 点 M(z、y. 的 矢量 + 称 为 点 MM 的 矢 径 (图 
1 一 7), 由 狠 可 知 
04=x 0B=y OC=z 
或 
r: 一 2 7 一 7 一 2z 
这 时 7 可 表示 为 
rr 二 Xi 十 yj 十 zk (1—9) 
是 其 模 是 


| = VT 站 


8 1.4 两 天 量 的 标量 积 


一 .定义 
两 个 天 其 a 写 b 的 模 和 它们 间 夹 角 9 的 余弦 的 乘积 , 称 为 两 
大量 a 写 b 的 标量 积 , 记 作 a。，b。 即 
a*b=iallblcosp | : (1—10) 
由 定义 得 
a*a= |allalcos0= |al’ 
如 果 a。，a 一 a? 则 上 式 可 写成 
d= |al’ 
二 、 标 量 积 的 基本 性 质 
1. 非 专 天 量 a 与 5 互相 垂直 的 充 要 条 件 是 
a*b=0 
因为 当 a 与 5 互相 垂直 时 , cos(a, b) 一 0 从 而 
ap 一 |a blcosCa’ b) 一 0 
反之 ,如 果 a。b = 二 0, 并 且 a,b 省 不 为 零 和 拓 量 , 则 有 
cos(a'b) 一 0 
所 以 a 与 互相 垂直 。 
2. 由 标 其 积 的 定义 可 知 , 标 其 积 满足 交换 律 , 即 
a**b=b"ua 
3. 标量 积 满 足 分 配 律 , 即 
(an 十 bp)。c 一 aec 十 peC 
事实 土 ,由 标 基 积 的 定义 有 
(a 十 bb)。，c 一 jc 1 十 bleos(cy ea 十 日 
= |c|prj.Ca 二 65) 
绸 由 投影 定理 知 
prjc(a 十 b) 二 prjca 十 prjcp 
所 以 
(aa 十 5)。c 一 |clpri(Ca 十 已 ) 
一 jc|prjca 十 jc|prjcb 
~a*ctib'e 


4. 由 标量 积 的 定义 易 知 , 标量 积 与 标量 的 乘积 满足 结合 律 ， 


BB 
(a bm=a* (mb)—~ma*b 


三 .标量 积 的 投影 表示 法 。 
设 有 两 个 天 最 一 eseyst = (六 ， 0， ,| ; 出 上 上 面 上 折 二 ty; Hr 


积 的 基本 性 质 得 到 
G， 记 一 (十 0 十 4) (Vi 和 Dj bk) 


= (bt oR) 十 0 (一 十 六) 
ak， (Bib,ij+bk) 
apt eit dbi ej tabie kiabj*:i 
abi jitapje kabpkeiiabk .jaDpk .hk 


由 于 计 sj,k 足 互 相 垂 直 的 单位 撩 其 , 故 有 


1°7 二 0， 7*k=0. Re 一 10 
利 
te 一 上 上， Je 一 工 R emp== 1] 
最 后 得 到 
a b=ab, ad, a.b. (1 11) 


这 就 是 说 ,两 个 和 拓 鞭 的 标量 积 等 于 它们 在 坐标 轴 上 辣 名 投影 的 乘 
积 的 代数 和 。 
特别 是 5 二 a 时 得 到 
daa” 一- ia | 一 (5 二 十 - 1 
所 以 
al 一 NN 十 十 2 (1 12) 
` 两 矢量 则 的 夹 角 
设 两 和 拓 基 a 二 a, tad 机 b= 1b 1 之 加 的 类 角 为 vw， 
由 式 (1 一 10) 得 


人 了 
[al lp 
由 两 矢量 标量 积 和 矢量 的 模 的 投影 表示 趟 得 到 
cosm 一 QD 十 OP dah. (] 49:) 
十 令吉 六 十 访 十 所 


\ 1.5 两 天 量 的 和 拓 量 积 


cos 一 


一 、 定 义 
天 其 a 与 天 其 5 的 矢量 积 是 这 样 的 一 个 和 撩 其 c: 


(1) 秋 其 c 的 模 等 于 以 天 量 a, 5 所 组 成 的 平行 四 边 形 面积 , 即 
lc| 一 |a| blsin(a’ b) 
(2) 天 量 c 同 时 垂直 于 矢量 ae 和 5, 因而 矢量 c 垂 直 于 矢量 a 
和 如 所 决定 的 平面 。 
(3) 天 车 c 的 正 问 按 “右手 法 则 ”来 确定 。 


矢量 a 与 b 的 天 量 积 ,用 记 和 器 aXb 表示 , 即 


c—=axXb 
二 ,矢量 积 的 基本 性 质 
1. 两 个 非 零 矢量 a, 8 平行 的 充 要 条 件 是 两 天 量 的 矢量 积 为 
零 , 即 
axXb=0 
汕 实 上 ,车 a//6 时 , (qa; 6) 二 0 或 xz, 这 时 sin(as 5) = 0, 故 
得 a Xb=0。 
反之 , 当 a Xb 二 0 而 |al 关 0,1b| 关 0 时 由 
| at | blsinCa’ b) 一 0 


推 得 
sinCa 6) —0 
从 而 
(asb) 二 9 或 > 
所 以 


a/b 


2. 由 矢量 积 的 定义 得 
axXxXb=— (bXxXa) 
这 陨 明 天 量 积 不 满足 交换 律 , 并 且 当 天 量 积 的 因子 交换 时 变 号 。 
3. 由 矢量 积 的 定义 易 证 
(ma) Xb=m(axXb)=a xX (mb) 
即 标 量 积 的 来 数 可 以 提出 放 在 和 天 量 积 记号 外 面 。 


4. 矢量 积 满足 分 配 律 , 即 
GEX(b 十 c) 一 Xpb 二 aaXc 


(证 明 从 上 略 )。 
三 ,矢量 积 的 投影 表示 法 
将 上 面 研 究 的 结果 应 用 到 基本 单位 矢量 的 矢量 积 可 得 
ztXt 一 0， 了 X 了 一 0， kXk=0 (1— 14) 
iXj=— (GXiD=k jxXk=— (kXN)))=i 


k Xi=— (i Xk)=~j (1—14’) 
设 a 一 (assyayy4z) 和 5 二 48:,5y,6:) 则 
a Xb=(aitayjitak) X Coit bi bk) 
— qb (i Xi) ab, i Xi) ab:(i Xk) 
ad XD Had X77) av( Xk) 
二 abs(k Xi)tadb,k Xi) ab(k Xk) 


”注意 由 式 (1 一 14), (1 一 14' ) 得 到 
uu xX b 二 (qa: 一 Qt 十 (dd a0:.)J 十 (a.b, 一 CyD2 ) 天 


(1 一 15) 
或 应 用 三 阶 行 列 式 , 则 上 式 可 表示 为 ， 
i 7 kk 
aXb= la, a, da. (1—-16) 
b, b, 5b 


S81.6 混合 积 
现在 我 们 来 讨论 三 个 矢量 a、b、c 的 各 种 不 同形 式 的 乘积 。 两 
个 矢量 a 与 5b 的 标量 积 a*b, 然后 把 所 得 结果 与 第 三 个 矢量 c 作 
标量 和 矢量 的 乘积 , 结果 得 (a 5b) cc 是 一 个 与 c 共 线 的 矢量 。 
两 个 矢量 与 ec 的 矢量 积 pxXc, 然后 再 与 矢量 a 作 标 量 积 或 矢量 
积 , 结 果 得 a，。 (bXc) 或 aX (bXc), 前 者 称 为 混合 积 , 后 者 称 为 二 
1 1 


车 天 积 。 
育 先 研究 三 个 和 天 量 的 混合 积 a，(6Xe) 的 几何 意义 。 由 矢量 


图 1 一 9 


积 的 定义 可 知 , 矢量 积 6X« = 二 N 的 模 等 于 由 矢量 6 与 c 作成 的 
平行 四 边 形 的 面积 5, 但 是 
a* (bXxXc)=a*N=iIal IN leos(aN) = |N |prjva 
于 是 推 知 , 这 个 乘积 可 以 考虑 作 上 述 平 行 四 边 形 的 面积 | 六 | 与 和 
其 a 在 矢量 N 上 的 投影 的 乘积 , 其 中 方 梧 NN 焉 直 于 这 平行 四 边 
形 所 在 的 平面 ,就 是 说 ,标量 积 a，(bXe) 表 示 由 天 量 a、.b 与 c 作 
成 的 平行 六 面体 的 体积 。 它 的 符 与 依赖 于 坐标 轴 的 转 同 。 
若 三 矢量 ep 与 < 共 面 , 则 平行 六 面体 的 体积 为 零 , 就 是 说 ， 
在 这 种 情形 下 
ae (pxc) 一 0 
反之 ,如 果 a。， (bxec) 二 0, 则 根据 标量 积 的 定义 可 知 ,或 a、 
bc 中 至 少 有 一 为 专 天 量 , 或 6 与 c 平 行 ,或 a 王 直 于 bXc, 不论 
奢 一 种 情况 ,a,b,c 都 是 共 面 的 。 
由 此 可 得 ,三 个 矢 其 a,5b 与 c 共 面 的 必要 且 充 分 条 件 是 :它们 
的 混合 积 为 零 。 
如 采 已 知 三 个 天 量 的 投影 式 是 
0 一 (day Ud:} b= {0b,, 0,, 0:} C= {Cs Cy» C:} 


则 
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(CO L 
b, 已 vb, b: bp, bb, 
= i 一 
Cy CC. CG CC. Cr oC, 
再 由 两 矢量 的 标量 积 的 投影 表示 式 ,得 
bp, b. b, 5b. b, bb, 
a* (bxXc)=u, 一 a, a. 
Cc, 5 | er ec: CC 
ad: 0 0G: 
一 |D， b, 5b. (1—17) 


CC; C, 6: 
根据 上 面 所 得 的 结果 和 行列 式 的 性 质 容易 推 得 
a»*(bXxXc)=cec*e* (aXxXb)=b* (cxXxXa) 


——a*(cxXb)=—b°*(aXce) 
=—c，»，*(bxa) 
例如 
GC Cy CC dd: Qs da: 
cr(aXxXb)= la, ay ds 一 | b, b=a* (bXxce) 
bp, b, 5b. Ce Ce eC 


余 仿 此 得 证 。 


1.7 二 重 天 积 


学 个 矢量 a, b 与 c 的 二 重 和 时 积 aXx (bXe) 是 一 个 舌 量 , 它 
垂直 于 矢量 a 与 (bXc), 因此 它 位 于 矢量 "与 矢量 ec 的 平面 且 添 
直 于 矢量 a 的 平面 , 即 它 在 这 两 个 平面 的 交 线 上 , 记 这 舌 量 为 4， 
于 是 

d=axX (bXe) 
设 dd 二 (dass aa ,bb = {br bys bt oC 一 (CrsCys Cs) 现 计 算 和 失 量 
d 在 二 个 坐标 轴 上 的 投影 ,根据 式 (1 一 15) 得 
4 一 alb Xec).—albX Cj 
~— gbey — bye) — a (be, — bie.) 
— gbsey — agbyes — Abcs 十 Adirc: 
= 00p20 一 0 一 0200r 十 Qi0s 十 Gzbrcr 一 Grpzcs 
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-一 J 十 Cy 十 de.) TT Cc,( qayb, 十 a.b. 十 db,) 
bl(a*c)—c(a*b) 


同样 可 得 
d= (a* cb,— (a* bc 
d= (a cb— (a* be: 
因此 
d= (a*c))b— (a* bc 
Bh 
ax (bxc)= (a*c)bo (a* bc (1—18) 
仿 此 可 得 
px (cxXa)= (ba)c— (b* oa (1—19) 
cx (axb)= (cb)a— (c* ob (1—20) 


在 式 (1 一 18) 中 , 令 c 二 a 则 有 
(a a)b—= (a b)atax (bXa) 


(a*b) axX (bXxXa) 
(a "a a.a) 
分 
pr = (a*b) pr oxX (bXa) 
(a* a) (a»*a) 
得 
pb 一 b 二 +b’ 


显然 ,矢量 WW 平行 于 矢 其 a, 而 矢量 5" 年 直 于 天 二 a， 于 是 我 们 得 
到 矢量 5 沿 平 行 平 以 及 垂直 于 给 定 的 天 芋 4 的 两 个 方 回 的 分 解 
法 。 


第 二 蔓 ”天 困 数 的 微分 和 积分 


这 一 章 里 ,我 们 要 介绍 天 国 数 的 基本 概念 : 男 数 .极限 .函数 的 


3 2.1 天 图 数 、 天 端 曲 线 

矢量 和 数量 一 样 都 可 能 十 第 量 或 是 变量 。 几 可 取得 不 同和 撩 
“ 信 ” 的 矢量 称 为 变 矢量 ; 几 保 持 同 一 和 撩 “ 值 ” 的 矢量 称 为 常 失 量 。 
变 拓 量 可 用 模 及 方向 都 变动 的 变 矢 来 表示 , 变 和 撩 量 在 坐标 轴 上 的 
投影 是 变量 。 常 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 是 常量 。 变 矢量 的 典型 例 
子 是 非 等 速 及 非 直线 运动 中 的 速度 。 

现在 我 们 要 引进 天 函数 的 概念 , 仿 普通 ( 数 性 ) 函 数 的 概念 ,天 
函数 的 定义 是 : 在 在 空间 某 域 了 中 的 点 PP 的 每 个 位 置 对 应 着 和 拓 晤 
a 的 一 个 确定 “ 值 ”( 模 和 方向 ), 那么 矢量 a 就 称 为 在 域 D 中 点 P 
的 函数 , 记 作 a = 二 a (7), 当 点 用 其 坐标 x2,y,z 表示 时 ,记号 可 写成 
a 二 a (z,y,2), 这 时 称 a 是 数 性 变量 x,y,z 的 和 撩 函数。 在 第 积分 
中 我 们 所 介绍 过 的 普通 ( 数 性 ) 图 数 ， 它 风 日 变 加 和 站 朗 加 都 于 数 
性 变量 ,而 我 们 在 这 里 所 引进 的 和 拓 商 数 它 的 目 变 量 是 数量 ,而 央 变 
量 是 矢量 。 

上 面 所 讲 的 矢 函 数 , 取 决 于 三 个 数 性 变量 ,同样 和 失 函 数 也 可 能 
取决 于 两 个 或 一 个 数 性 变量 。 秋 图 数 中 最 简单 且 常 用 的 是 一 个 数 
性 变量 的 舌 函 数 , 在 以 后 的 讨论 中 我 们 主要 讨论 一 个 数 性 谈 量 ( 通 
各 指 时 间 护 的 天 函数 , 记 作 


a 一 ai) (2--.1) 
用 矢量 的 投影 表示 法 ,这 个 矢 哨 数 可 以 写成 
a(it) 一 ‘(a(t), ay(1), Q(t)} (2—2) 


其 中 a(t) ,a,(D) ,q(t) 都 是 数 性 变量 大 的 数 性 函数 。 一 个 矢 函数 
相当 于 三 个 数 性 函数 。 


由 于 本 书 所 讲 的 天 量 均 指 目 由 矢量 , 所 以 以 后 总 是 假定 把 
at) 的 起 点 放 在 坐标 原点 ; 因此 , 当 上 在 所 给 区 则 上 变动 时 ，e(b) 
的 终点 一 一 其 坐标 aC) ,a,(t) ,a;(1) 划 出 一 条 曲线 工 , 它 的 方 
程 是 下 面 二 个 参数 方程 ; 

+= a,(t) y = ay(t) 2 a:(t) 

但 是 由 于 和 估量 a (0) 的 起 点 取 在 坐标 原点 ,a (实际 上 就 是 曲 

线 了 上 点 1 的 矢 径 r, 故 曲线 可 用 矢量 方程 给 出 
r 二 (a(t), ay(t), a.(t)) (2—3) 

曲线 工 称 和 拓 函 数 r = 二 a GO 的 矢 端 曲线 (图 2 一 1), 而 原点 称 为 失 
端 曲 线 的 极 。 


2 一 1 


了 


只 改变 模 的 大 小 ,而 方向 不 变 的 矢量 , 它 的 天 冉 曲 线 是 通过 极 
的 射线 ( 半 直 线 )。 只 改变 方向 而 其 模 不 变 的 矢量 , 它 的 矢 端 曲线 
是 位 于 以 极点 为 中 心 的 球 上 。 

对 于 数 性 变革 1 的 矢 函 数 a (2) 也 可 以 像 普通 ( 数 性 ) 函数 一 
样 定 义 它 的 极限 .连续 性 及 其 它 解 析 概 念 。 

苦 对 于 任意 给 定 的 正 数 :, 都 存在 数 5 > 0, 使 得 当 0 过 1 一 
4| 过 6 的 一 切 1, 部 能 满足 不 等 式 |a 一 a (0 |< 之 。, 则 和 党 天 量 a 称 为 


当 1 一 ts 时 和 拓 娩 数 a (的 极限 , 记 作 
lima(f) =a (2— 4) 


全 
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由 于 矢 函 数 的 极限 定义 和 数 性 函数 的 极限 定义 完全 类 似 , 因 
此 矢 函 数 也 就 具有 类 似 数 性 函数 极限 的 运算 规则 。 

仿 数 性 函数 连续 性 的 定义 ,可 得 和 撩 函数 连续 性 的 定义 是 : 

若 矢 函数 a (在 点 的 某 领域 内 有 定义 ,而 且 有 

ima (t) — a(t,) (2—5) 

则 称 a ( 四 在 1 二 处 连续 。 

若 矢 函数 a (2) 在 某 区 间 (tt,) 内 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 函 
数 a (在 区 间 (tt) 内 连续 。 


3 2.2 和 天国 数 的 导数 和 微分 法 

一 、 矢 函数 的 导数 

设 矢 函数 a (1) 当 数 性 变量 1 从 变 到 志 十 4i(4t 关 0) 时 ,对 
应 的 矢 函 数 的 增 基 是 

(ty 一 at 十 .一 at) 
设 数 性 变 二 t=1, 时 对 应 着 函数 a (9 的 矢 端 曲线 工 上 的 点 M， 
而 # 十 4 人 仅 在 攻 盖 0 时 对 应 着 点 M' ,在 41 二 0 时 对 应 着 M”( 图 
2 一 2) 。 于 是 , 4a(,) 便 是 矢量 M,M’' 或 M MY 。 

取 商 式 2a, 因 在 要 二 0 时, 矢量 4a(4) = MM?" 与 1 的 
增加 方向 相反 ， 但 用 负数 此 除 后 所 得 失 量 MQ' 的 方向 便 跟 4t 
悦 0 时 所 得 的 和 拓 其 MQ’ = 2 “同方 向 , 而 两 者 都 对 应 矢 端 曲 
线 上 参数 上 的 增加 方向 , 当 4 一 0 时, 曲线 工 上 的 弦 M,M' (或 
MAMf”) 趋 于 直线 M.S 的 位 置 ,这 个 位 置 称 工 在 点 MM, 处 的 切线 。 

由 上 讨论 可 知 ，lim24 是 矢量 MoT, 它 与 矢量 a (4) 的 矢 
端 曲线 到 相 切 于 其 对 应 点 M, 处 , 它 的 方向 对 应 于 1 的 增加 方向 。 
这 个 极限 称 为 和 撩 函数 a (2) 对 数 性 变量 1 的 导数 (简称 导 矢 ), 且 记 
作 a (Ci 旦 或 < 和 ,有 即 

dat ) jim at 十 1 eb 
dt 0 
二 微分 法 则 
设 a 一 a (),b 一 6b (1) 是 条 函数 ,c 是 常 和 拓 量 ,% 是 常数 ， 
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(2—6) 


图 2 一 2 


(1) ,p(t) 是 数 性 函数 ,它们 在 某 个 区 间 内 可 导 , 则 下 面 公式 成 


d 、 
a (2—7) 


a db(t) 


和 (at 十 5 ) 一 十 一刻 (2 8) 
(ka CD) 一 PE (2—9) 
4 Cu(Da(D) = DG Fu) (2—10) 
全 Ca) 。 b(t{)) 一 do 。 b(t) +a(t).: bt (2—11) 
(alt) x btD) = {2 x bt) + alt) x i (2 一 12) 
4 Ca(9g(D)) = 公营 (2 一 13) 


J8 


所 有 这 些 公 式 的 证 明 与 微 积 分 中 对 应 公式 的 证 明 完 全 一 样 ， 


例如 式 (2 一 12) 的 证 明 如 下 ! 
AC(axb)=(at+ia)x (VXA4b)—axb 


~—~axXxXb-di-axXxX/Ab-laxbiiax .ib6—axXb 


一 GGX45 二 ae Xp 十 taxX Ab 
应 用 天 量 积 的 性 质 可 以 得 到 


0 6 4 
一 十 Ja 全 
当 1t 一 0, 求 极限 ;可 得 
"(a Xb) 一 im eb b) 一 - lim m (a X ts XX 6 ) 


/vibY db da. 
+lim(4a XxX 六 )= ex ;+ 02 xb 
例 1 避 长 失 显 与 其 导 欠 条 相 卫 让 
证 ; 假定 Ja (2D) 二 稼 数 


则 有 
a(t)。a(tf) 一 la 人 1 一 常数 
两 应 对 上 求 导数 得 
da(t) 
2a(f)，* a 0 
人 


这 就 说 明 , 秋 其 a (Oo 和 一 一 一 
直 时 才 有 可 能 , 故 


的 数量 积 等 于 鹤 , 而 这 只 有 两 首 尼 


da 


a(t) | 
在 这 种 情况 ,其 几何 意义 是 很 明显 的 ,因为 只 改变 方向 而 其 模 
不 变 的 矢量 的 矢 端 曲线 是 位 于 以 极点 为 中 心 的 球面 上 。 又 因为 矢 
其 的 导数 的 方 回 与 矢 问 曲线 相 切 , 亦 即 与 球面 相 切 , 故 必 和 王 直 于 原 
来 矢量 ,特别 是 对 于 单位 矢量 wb 有 a'(t) 上 叶 -。 
例 2 求 Ca »。 (b(t) xcet)) 
解 ” 注 意 公 式 (2 一 11) 和 (2 一 12) 可 得 
Talt) » (b(t) X elt))) 


= dD (CD Xx et) Ta)» FCbXe) 


19 


lalt 
= * (bi) XX c(t) ) 二 a(t).: ( 


db x c(t) ) 
‘1 


dc(t) 
二 uC 。 (5807) x 了 


通 稍 我们 不 必 像 上 面 那样 把 解析 方法 推广 到 和 天 画 数 上 , 因为 
用 天 通 数 的 投影 表示 法 , 我 们 就 不 难 把 天 函数 的 微分 运算 化 为 数 
性 函数 的 微分 运算 , 设 
at) 一 0 十 GE 十 CD 天 


可 得 

a(t) = a (ti dalt)j Aa (Wk 
当 .tt 0 时, 取 极限 得 ， 

a (1) = 40iT (tj a. (Dk (2 一 14) 
并 且 一 般 说 来 


a DD) =av ita itan Dk (2—14) 
由 此 可 知 , 求 矢 国 数 的 导数 ,可 以 化 为 求 这 矢量 的 分 量 的 导数 。 
若 曲 线 工 的 方程 是 rf 二 zi 十 y(4)j 十 z(t1)k， 其 中 zy, yz 是 

LL 上 的 流动 坐标 ,并 用 表示 曲线 上 的 长 度 , 则 

dS =A (dr) + (dy) + (dz) 

= Cr) + Cy 0) Cal (dt 

据 式 (2 一 14) 得 

r= GD Cf CD) (27 (1)) 


dS - 
,| ed 
[rr (0)| 了 (2—15) 


现在 我 们 可 以 说 出 矢 函 数 导数 的 全 部 特性 : 
数 性 变量 + 的 矢 函 数 的 导数 是 一 个 矢量 , 它 与 所 给 矢量 的 矢 
端 曲线 相 切 , 且 指 向 :的 增加 方向 , 它 的 模 等 于 矢 端 曲 线 的 长 度 对 
于 数 性 变 甚 1 的 导数 。 : 
如 果 用 矢 端 曲线 的 长 度 % 作为 数 性 变 其 ,那么 矢 其 导数 的 
模 总 等 于 1; 也 就 是 , 曲线 上 点 的 和 撩 么 对 于 曲线 长 度 的 导数 伟 乃 - 
是 与 曲线 相 切 县 长度 为 1 的 矢量 。 
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.速度 和 加 速度 的 分 解法 


设 质点 4 在 空间 曲线 地 上 移动 ,了 的 矢量 方程 是 
rt) 一 Tt 十 zt 十 SOC) 天 
而 上 是 时 间 , 那 么 矢量 ir = MM' 表示 动 点 在 萎 时 间 内 的 位 移 ， 


图 2 一 3 


而 下 是 在 这 时 间 间 隔 内 位 移 的 平均 速度 。 当 4 -> 0 求 平均 速度 
男模 限 说 可 以 得 到 在 时 刘 1 的 沁 时 速度 < 避 
的 速度 矢 ”(0) 是 轨 线 的 矢 径 对 时 间 4 的 导数 ， 


adr(t) dx, 和 
oO) 一 一 六 一 i 十 7 ji 十字 (2—16) 


。 因 此 质点 M 运动 


它 的 模 等 二 


/dz dy YY dz YY 
D1 = ( 季 )+ (和 ) ++( 芭 ) 
或 由 式 (2 一 15) 得 
mCO1 = 到 
另外 ,由 导 矢 的 几何 意义 知 :速度 是 在 轨 线 点 M 处 的 切线 上 ,其 


方向 指向 ! 增加 方向 , 若 切线 方向 上 的 单位 矢量 用 7, 表示 , 那么 
速度 矢 基 又 可 以 表示 成 : 
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质点 运动 的 速 度 矢量 的 导数 称 之 为 加 束 度 天 量 , 记 作 
zw (41) ,于 是 
wl) — = (2—18) 
即 加 速度 天 量 为 矢 径 对 时 间 上 的 二 阶 导数 。 矢 困 数 r (的 二 阶 导 


数 于 和 可 以 从 矢量 > (0 的 投影 式 经 两 次 微分 法 而 求 得 : 


drtt) drt), | dy(t). ,dz(t) 
7 
但 是 ,如 果 从 式 于 
rt) = |r' (t) |7,) (2—17’ ) 


出 发 , 其 中 民 是 矢 端 曲线 r 二 r+ (4) 切线 上 的 单位 矢量 , 则 可 把 二 
除 导 数 表 示 成 另 一 种 形式 。 
微分 式 (2 一 17’ ) 得 


dr(t) adr’ (W) dir’ (Ct)| 本 dt 
a na "Hr VI Co19) 


上 式 右 端 第 一 个 分 量 mw = 生 r CD nr 的 方向 是 沿 矢 端 曲线 的 切 


线 方向 , 这 个 矢量 称 为 切线 加 速度 。 第 二 个 分 量 w, = |r' (D | 守 
的 方向 垂直 于 矢 端 曲线 的 切线 方向 ,这 个 矢量 称 法 线 加 速度 。 
切线 加 速度 mw, 的 式 子 ,可 以 改写 作 
LAr CD) ds 
di a 
式 中 切线 单位 矢量 的 系数 是 守 ,是 运动 的 轨 线 长 度 对 时 间 的 二 
阶 导数 。 
现在 分 析 法 线 加 速度 w, 的 式 子 , 它 可 以 改写 为 


(2—20) 


dt, dsdrtids 
— | El ITD 
w= lr (DI = 
ds \ |dr?, 
一 [ 宇 | 二 (2—21) 


其 中 * 是 轨 线 的 长 度 ，w, 是 与 轨 线 切线 方向 垂直 方向 上 的 单位 矢 
在 进一步 讨论 法 线 加 速度 的 式 子 前 , 先 讨 论 单 位 矢量 的 导数 。 
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只 变更 方 问 单位 矢 ae (图 2 一 4)。 和 那么 la 十 401 一 
CO ， 帮 4041M' 是 等 腰 三 角形 , 增 量 4a'(t) = MM' ,因此 它 


a (f+ At) 
图 2 一 4 


| 1a' (#2)| 一 2sin“ 
天国 数 m(9 的 导数 的 模 是 : 


:AP 
2Sin 一 一 Sin 一 一 
da | 一 1 i .49 _ dp 
下 | 二 
2 
应 用 式 (2 一 22) 可 以 得 到 
dt) __ dy 
ds! ds 


像 平面 曲线 的 情况 一 样 , 量 922 称 为 曲线 的 曲率 , 用 万 表示 它 
中 及 是 曲线 的 曲率 半径 。 因 此 式 (2 一 21) 可 写 为 
ds dr | | 一 
| 一 全 
加 速度 矢量 w 便 可 以 写成 下 面 的 形式 


w= w+ w= er + Lely 


z ) 
一 = = 了 


四 .二 个 数 性 变量 的 和 函数 的 微分 法 

多 个 数 性 变量 的 和 天 跑 数 的 定义 ,前 面 已 经 讲 过 , 仿 以 前 的 定义 
避 得 两 个 数 性 变量 的 天 消 数 的 定义 如 下 : 大 ta8 平 面 上 人 条 域 DD 中 
的 点 王 的 每 一 个 位 置 对 应 着 矢量 a 的 一 个 确定 “ 值 ”*〈《 模 和 方向 )， 


(2 一 23) 
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那么 矢量 a 就 称 为 在 域 PP 上 点 下 的 函数 , 记 作 a = a (u,*+)。 
两 个 数 性 变量 的 矢 函 数 o (vir) 的 偏 导数 2a 用 


oa im td) a 7) (2—24) 
Ey a0 A 


定义 ,52 “也 仿 此 定义 。 

从 这 个 定义 出 发 , 仿 前 面 一 个 变量 的 和 西数 的 证 明 , 可 以 得 到 
下 面 的 结果 。 

若 also 一 (oo a(tu 6) ao)) 则 


da 一 (人 day 2 
Ou Qu’ du Au 


(2—25) 


设 a= 二 ar),b==b 上 (u,v),c = c (wu,2) 在 平面 某 一 区 域 的 
偏 导数 存在 , 则 在 该 区 域内 下 列 公 式 成 谍 。 


ob 
F(a, *) 十 b(u, +)) 一 5 十 9 (2 一 20 ) 
(elu, p)a(u, »)) = ns (2—27) 


db 


Calu, i) blu, »)) —5 -b+a 了 (2 一 28 ) 


] -2a 7 
Fa ") X bu, 1)) 一 Ou 六 gu 


例 3 设 a=ei 十 (34u 二 40)j 二 usinak 


. Oa da..oga 
求 ou ua 


解 
da ~ pe™ti 37 二 Sinnk 
ou 
Da . 
5 一 ue"t + 47 ucosok 
从 而 
9 da 2 
一 一" 
a 
oa 
二 一 x5 — = (ducos»n 一 4dsin»)t 
ou 


十 (we”"siN» 一 ure”'coso)] 
十 《4bpe 一 3ue”")k 
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3 2.3 和 天 图 数 的 积分 

一 、 不 定 积 分 

若 b' (1) = 二 a(t) 则 称 b (是 a (0) 的 一 个 原 函 数 ,a (的 原 苹 
数 的 全 体 , 称 为 a (0 的 不 定 积分 , 记 为 a(tdt。 和 数 性 函数 一 
样 , 若 已 知 5 (0 是 a (0 的 一 个 原 函 数 , 则 有 

| acpbar=eco +e (2—29) 

其 中 c 是 任意 常 和 拓 基 。 

设 a (1),b (1) 是 和 拓 函 数 ,c 是 常 矢量,t 是 常数 ,应 用 条 函数 导 
数 的 基本 性 质 , 容易 证 明和 数 性 活 数 不 定 积 分 相仿 的 和 拓 葬 数 不 定 
积分 的 基本 性 质 ， : 


| ta = | acoud (2-—30) 
| : a(t)dlt 一 Cn， | acou (2 一 3]) 
[exaaoucox[eon ea 


| (ac b(t) d= | acow+ | ecou (2——33) z 

若 a(t) 一 (ai ,art ,a:(1)) 则 

| acoz 一 (Jada | scoa， | coat) (2—34). 

由 式 (2 一 34) 可 知 , 求 和 撩 函数 的 不 定 积分 , 可 化 为 求 这 个 和 时 数 在 

各 坐标 轴 分 其 的 不 定 积分 。 

二 、 定 积分 : 

和 数 性 函数 的 定 积分 概念 完全 类 似 , 天 函数 定 积分 的 定义 是 : 

设 矢 函数 a (在 区 间 (7,,7,] 上 连续 , 则 a (在 区 间 [57 ,7 上 


的 定 积分 是 指 下 列 和 式 的 极限 ， 


[ada = lim Dyale)at (2 一 35) 
其 中 T= 二 4 之 之 于 < 过 tt 二 7T,,6 是 区 间 [ti ,ti) 上 的 一 个 六， 


AA, 二 tl 一 1 


矢 函 数 的 定 积分 也 有 和 数 性 函数 定 积分 相 类 似 的 性 质 ,例如 ， 
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芒 b(D 是 ea (0 在 区 间 [7 7] 上 的 一 个 原 葡 数 , 则 
几 
| OU = bP) 一 CT) (2-—36) 
, 


若 a(0) 二 (a.(0) ,ay(t) a(t)) 


风 | 
7 7 7 1， 
| a(lt}ydi 一 (| a,(t)di, | ay (tl) dt, | a. (dt | 
T TI 是 是 | 
(2--37) 


例 1 用 i 表示 时 间 , 车 质点 运动 的 方程 是 r 一 + (0), 则 其 速 


de _dr 


度 % 一 第 ,加 速度 a 二 第 = 二 入 , 当 质 点 的 加 速度 为 


时 , 求 r (与 w (1)。 其 中 rt (0)== 0,v (0) 二 0。 


解 
VC 一 | au -一 (6 | eosta, 4 | sineet， | ea ) 


一 (6sint 十 ci, 一 4cost 十 ci,， 一 0 ' 十 Cc;) 
由 于 交 (40) 一 0 因而 ec 一 0,o 一 4:c 一 1 即 
= (6sint, — 4cost 二 4, 一 e “十 1) 


r 一 | vet 
一 ( | ssintet， | GC teost + Dat, | Cet de ) 


一 (一 6cost 十 大 ， 一 人 sint 十 4 十 大， ec 一 十 ! 十 无) 
由 于 r (0)= 王 0 因而 如一 6 一 0 一 一 ] ,于 是 
rr 一 (一 6cost 十 6, 一 4sint 十 4t,e ‘十 {十 1)。 
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第 二 草场 人 论 


场 是 物理 现象 中 物理 量 己 空间 关系 的 一 种 表现 形式 , 场 的 概 
念 是 天 量 分 析 的 基础 。 大 空间 (或 空间 的 某 一 区 域 ) 每 一 点 对 应 着 
某 一 数量 , 则 称 为 给 定 了 一 个 标量 场 ;在 空间 (或 空间 的 某 一 区 域 ) 
每 一 点 对 应 着 某 一 矢量 , 则 称 为 给 定 了 一 个 天 其 场 。 与 时 间 无 关 
的 场 称 为 稳定 场 , 或 时 不 变 场 ,如 静电 场 , 便 定 电 访 磁场 等 等 ;与 时 
闻 有 关 的 场 称 为 不 稳定 场 或 时 变 场 ,如 区 变 电 磁 场 等 等 。 

我 们 在 本 章 里 讨论 的 主要 内 容 是 :梯度 、 散 度 和 旋 度 及 其 计算 
方法 :高 斯 乍 理 和 斯 托 殉 斯 和 理 及 其 应 用 等 。 


3 3. 1 标量 场 的 方向 导数 和 梯度 
一 ,标量 场 的 等 值 面 
标 基 场 的 特征 是 数 性 基 , 在 标量 场 里 的 任 一 点 ,我 们 可 用 一 数 
量 wo 来 表示 该 点 的 物理 量 , 即 
@=f(p) = f(z, y, 2) (3——1) 
由 此 可 见 , 标 量 场 可 以 表示 成 一 个 图 数 的 形式 。 在 标量 场 里 ， 
f(z,y,2) 等 于 常数 的 曲面 称 为 等 值 面 , 即 
f(zx,，y，2) 二 c( 和 常数 ) (3- 一 2 ) 
令 c= 二 ces0 呈 ,Co，"*， 则 得 一 系列 的 等 值 面 , 它们 充满 了 整个 
空间 并 互 不 相交 。 通 过 场 里 每 一 点 2,(zo,y，z4) 的 等 值 面 方程 为 
f(x, Ys 2) = 0 
z 若 f (zx,y, zs) 是 一 个 单 值 画 数 , 则 场 里 每 一 点 只 对 应 着 国 数 的 
一 个 数值 , 即 经 过 场 里 的 每 一 点 只 有 一 个 等 值 面 。 
例如 ,位 于 坐标 原点 的 点 电 侧 4 产生 的 电 亿 图 效 为 
9 一 一 (3 一 3) 


Anxer 


式 中 7 是 原点 到 观察 点 的 距离 , 即 
"一 VAY 十 六 十 2 
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电位 国 数 的 等 位 面 方程 为 
4 _ ， 


dre 1 十 引 十 2 
于 是 


4zeee } (3 一 全 


| 5 

式 人 3 一 4 代表 以 电荷 所 在 点 为 中 心 的 一 个 球面 。 

二 标量 场 的 方向 导数 

数 性 函数 / (z,y,2) 的 一 阶 偏 导数 和 ,和 , 守 分 别 代 表 在 ,9， 
z 轴 方 向 的 变化 率 。 在 实际 问题 里 , 我 们 还 经 常 需 要 知道 在 其 它 
方向 的 变化 率 , 即 需要 讨论 | (zy2) 在 其 它 方 癌 的 导数 。 

定义 ” 设 标 量 场 1 (7) 里 PP 点 的 位 置 拓 量 ( 即 矢 径 ) 为 R。 ,我 
们 从 PP, 点 引 射 线 局 它 的 时 位 天 其 记 为 二 ， 方 回 人 余弦 为 
cosaycosr ,cosy， 即 

{~— cosait cospfjt cosyk (3—5) 

在 地 方 同 滞 过 PP 点 的 地 方 任 取 一 点 PCz,y,z),P 点 的 位 置 矢量 为 
尽 ( 图 3 一 1), 这 时 


图 3 一 1 


PP = Ast 
R= RAst 
当 P— PP, 时 , 若 
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Af 人) ~ /1(P,) 
人 As PP 


的 极限 存在 , 则 该 极限 称 为 函数 f(P) 在 Po。 凡 深 工 方 同 的 方 癌 导 
数 , 记 为 


9f (PP,) _ Jim tf CP) _ jim{t?; yy, 2) — f(r,, tfns 2 ) 
gs je Ts 人 下 As 
(3—6) 
式 中 
T= r+ 1scosg, y= yt lscosp 


2 二 zo 十 lscosy 


由 此 可 见 , 方向 导数 代表 数 性 函数 /(P) 在 某 点 沿革 方向 的 变 
化 率 。 当 人 条 >>0 时 ， 图 数 1CP) 沿 坊 问 增加 ; 当 区 一 0 时 ， 困 数 


f( 户 沿 1 方 呵 减 小 。 
否 f(P) 在 PP 点 可 微 , 则 
Af CP,) = sf scosa + scosp 
+ scosy 二 As (3—7) 


用 式 (3 一 7) 除 4s 得 
‘Af Po) = os + eo sp + 一 一 -cosy 十 : 


1s 


当 4s ~ 时 0 因此 


2 一 Cosa 十 一 一 一 一 ee os6 十 3 COSy (3—8) 
当 w 一 0,6 一 本， ,时 人 


同样 , 当 了 一 了 或 了 一 上 时 , 式 (3 一 8) 简 化 成 2 或 于 入 于。 
如 果 我 们 用 一 条 通过 P, 点 的 有 向 曲线 代 将 射线 1 (图 
令 曲 线 c 的 天 量 方 程 为 
Rs S) = 7 ys)j 2(5)k (3—9) 
式 中 s 表示 曲线 的 弧 长 。 曲 线 cc 上 的 函数 可 以 写成 参 变量 3 的 陋 
f(s)= f(r(s), y(s), zC8)) (3 一 10) 
对 s 求 导 得 


9f(s) _ 9f(P)dz 9f (PYdy , 9f (PY)dz 
Os adr ds dy ds dz ds 


(3—11) 
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图 3 一 2 


式 中 是 对 应 于 参数 s 的 点 。 因 为 式 (3 一 11) 中 的 全 , 孚 , 笃 是 在 
由 线 上 P 点 的 单位 切线 矢量 + 二 守 的 三 个 坐标 分 量 , 即 曲 线 < 正 
向 切线 的 方向 余弦 cosc ,coshp ,cosy (4, 有 ，y 分 别 是 ?点 的 切线 矢 
量 与 x,y, 2 轴 的 夹 角 ) ,所 以 式 (3 一 11) 是 函数 在 P 点 沿 正 切线 方 
向 的 方向 导数 。 它 代表 沿 曲线 “ 切 向 单位 弧 长 的 变化 率 , 并 可 按 
式 (3 一 8) 计 算 。 

例 1 已 知 1tryz)=22 十 中 +oz 试 分 别 计 算 在 
P,(1, 一 1,2) 点 沿 人 =i 一 217 十 2 和 人 一 3i 十 617 一 28 两 个 方 


向 的 方向 导数 。 
解 
af _ af _ 9f 。. 
jr ty Dy 了 二 
在 已 (1, 一 1,2) 点 
of _ 9f _ of _ 
I Oy » jz ~ 4 
又 
| =、 十 (一 2 十 2 一 
沿 A, 方向 的 单位 矢量 为 
A ,| 2 
MTAT 3 3it3 
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所 以 


COSP = 一 一 COS1 -一 一 一 
/ 了， ”二 


2 = 一 5 


同样 / 
| A，, 二 入 3 十 合十 (一 2)= 二 7 
,A 3,,.6, 2 
和 
1 6 | 2 
coOSGC 一 一 ， COS1 7 了， LOSs1 一 7 
(3) 5(s)+4(2)- 
3 )+5 7 )+4(3 )=6.71 
例 2 已 知 平面 场 FGz.y) 二 xy 十 21ny, 试 求人 在 PA(1,1) 后 沿 
与 正 7 轴 成 30° 方 同 的 方 问 导 数 。 
解 在 已 (1.1) 点 
地 并 二 <， dy = 3 


与 x 成 30° 方 器 的 单位 天 是 为 


{cos30°i sin30°7 


因此 
3 一 2cos30" + 3cos30° 一 \ 3 十 汪 
例 3 已 知 f 二 湾 , 试 求 沿 误 十 六 二 加 周 反 时 针 切 线 方向 


的 方向 导数 (图 3 一 3)。 
解法 一 ”上 反 时 针 取 向 的 圆 和 撩 县 方程 为 
(t 这 0) 


R(t) = acosti + asiniy 
该 圆 的 单位 切线 矢量 为 
RD ys js 
T 一 [RD sinti + Cost] 


方向 余弦 为 
cosa 一 — sini, cosfj = sina = cost 
代入 式 (3 一 8) 得 


9 
| = y(— sint) + reost 
『 


| +r( {4 
31 


力 3 一 3 


解法 二 ”我们 把 圆 的 弧 长 表 承 为 一 好, 而 
hy 
= dcost 一 acos (这 | 
u 


. . S 
zy 一 LSIn1L = gsin 全 


于 是 / 
{f(s)= 27; =a'cos (二 jsin (二 ) 一 Ssin (| 
Ye a/ 2 Ma 
ncos (2 | : 
CS) 4 7 2 < (2) 
ds 一 一 D 0 -一 dCOS 1 
2 (2 | 2 : (人 ) 
人 LOS 1 一 一 和 Sm 1 一 一 ) ) 
( 4 和 7 并 一 ? 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
三 、 标 量 场 的 梯度 


从 例 1 看 出 , 通 数 1(p?) 在 已 点 沿 不 同方 回 的 变化 率 是 不 相 
同 的 。 在 标量 场 1(?) 中 的 任 一 点 都 有 无 限 多 个 方向 ,那么 在 什么 
方 癌 的 变化 率 最 大 ? 这 个 最 大 的 变化 率 是 多 少 ? 这 是 讨论 标量 场 
的 重要 问题 。 

根据 方向 导数 的 计算 式 (3 一 8) ,我 们 引入 一 个 新 矢量 : 

G= 3 十 区 1 十 区 《3 一 12) 
G 的 三 个 分 量 代 表 了 在 已 点 对 z, 罗 z 的 人 往 导 数 。 利 用 G, 式 (3 一 
了 2 


383) 可 表示 为 
了 一 “= |G|cos(G, I) (3—13) 


式 《3 一 13) 表 明 ,G 在 (方向 的 投影 等 于 史 数 了 在 该 方向 的 方 阿 导 
数 。 当 cos (6G, 中) 二 1 时 , 即 G 的 方向 与 了 方 癌 一 致 时 , 方 疝 导数 
为 最 大 , 因此 G 的 方向 代表 函数 f(z) 为 最 大 变化 率 的 方 同 。G 
的 模 代 表 这 个 最 大 变化 率 的 数值 。 矢 量 G 被 定义 为 标量 场 /(7) 
在 了 点 的 梯度 , 记 为 


G = gradf = Sli + Fi + Lk (3—14) 
梯度 的 模 为 
加 py af > Ff 
a Gr) a 
当 人 矢量 5 位 于 标量 场 f 的 等 值 面 上 时 
于 = grad 。1 一 (3—16) 


由 于 f 不 是 常数 ，gradf 不 为 等 , 故 标 量 场 了 的 梯度 方 稀 必须 垂直 
于 等 值 面 的 切面 , 因此 梯度 指向 等 值 面 在 P 点 的 法 线 方 同 。 等 什 
面 的 单位 法 线 矢 量 可 表示 为 


gradf 
n gradf | (3 一 17》 
四 、 梯 度 的 性 质 
设 / 和 2 是 两 个 可 微 标 量 场 , 则 
(1) grad(f+h)=—=gradit gradh (3 一 18) 
证 明 
rad(f 十 站 二 QU01 十 人 十 二 (十 间 计 三 (CF 十 从 
8 3z 37 7 5 
_ af; af af ah， oh oh 
一 3 二 3 十 3 二 
= gradf + gradh 
(2) grad (fh) = fgradh + hgradf 《3 一 19 ) 


证 明 
giad (fh) = SR) fh) 十 (fj 
dz ay OZ 
_ (ia pf Ny fa af Ta ia 
加 人 (多 二 8) 十 (Eh 
一 fgrad 十 jgradf 
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CC 


证 明 


= fC) Ti 了 (3 + f(D 
= ff’' (Rh)gradh 
在 矢 革 分 析 中 ,为 了 简化 即 式 和 便于 记忆 ,经 党 使 用 符号 法 进 
行 运 外。 为 此 引入 一 个 微分 外 符 Y , 称 为 险 米 尔 顿 算 子 , 它 代 表 如 
下 的 得 与 天 量 : 
(3-—21) 


V 算 子 本 身 并 无 实际 意义 ,只 起 运算 作用 。 利 用 了 算 子 ,f 的 
梯度 可 记 为 


uur,, 7, ,oi 
gradf = V /=it hit (3—22) 
梯度 的 性 质 可 写成 如 下 的 形式 : 
VvV (ff 二 0)= Yif+ Vih (3—23) 
VlifR)= /VvVhihAVIi (3—-24) 
vy (f= Ge 天 1 (3 一 25) 
VIA)=f' (hR)VYh (3— 26) 


例 4 已 知 常 和 拓 c 二 ci 十 Cjck, 了 点 的 舌 径 为 
R=7xi 二 yj 十 zk 
试 求 (c，R) 的 梯度 。 
解 ” 因 为 
ceR=ert ey ee. 
所 以 


0 0, 
grad(c * R) = 7(cr)i 二 7 )3 十 FC:2)k 


二 0 二 Cj 十 Ck 二 ec 
此 例 表明 , c， 尺 的 梯度 方向 与 < ( 常 撩 ) 的 方向 一 致 , 即 标 
积 c， 有 的 等 值 面 是 垂直 于 e 的 平面 。 
例 5 已 知 f(7) = ”, 一 ,mm， 其 中 > 是 某 点 到 原点 的 距离 , 斌 
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求 gradf(r)。 


解 ”因为 
"= TT 
所 以 
af _afor af_afar af_afar 
Dr Dror” dy Dra9y 90- Drd:- 
0  ， - 工 dr dr7 
97 和 人文 十 六 十 r oy r 0 ) 
由 式 (3 一 20) 


~ 4d ,df ,| 
grad f(r) = 六 gradi 一 i 十 wj + zk) 


dr 
dare dr 《3 
式 中 王 是 r 方 回 的 单位 天 量 。 
Je df _ 
当 fr) 一 六 时 ， dr 一 l 
了 0 
gtadr 二 = (3—28) 
Tord 1 
当 /(7) 一 ， 时 ， dr | 六 
grad = 一 一 (3— 29) 
六 
当 f(r) 二 7 时 ， 人 二 RT” 
gradr”" =nr ‘rr (3—30) 


由 式 (3 一 29) ,我 们 可 以 导出 位 于 原点 的 点 电荷 y 产生 的 电位 


grady = grad ( 1 )= 一 全 (3—31) 


4xeor7 Azer 
式 (3 一 31) 也 可 以 直接 由 梯度 的 定义 得 到 , 因为 电位 肾 数 9 
的 等 位 面 是 以 原点 为 中 心 的 一 个 球面 , 球面 的 法 线 河 半径 方 同 一 
致 ,因此 grady 沿 球 的 半径 并 指向 了 增加 的 方向 , 即 指向 中 心 。 于 
是 对 法 线 的 微分 为 
dn = — dr 
办 而 
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lgradp| == 一 和 = 
沿 T 方 占 的 单位 矢量 为 
"Tt 
故 
grady = 石和 (一 r) 一 一石 天 = 
如 果 把 电位 差 的 定义 应 用 于 相距 d 的 两 点 上 , 则 
ip=—E.dl 
式 中 
di 一 di 十 do 十 dz 
E= BEit+E,jijt Ek 
所 以 
dp = — [Bdzr + Edy + BE.dz) (3—32) 
但 pp 是 z,y,z 的 消 数 , 故 do 可 写成 全 微分 形式 : 
dp = Sda 十 Say 十 Sqz (3—33) 
比较 式 (3 一 32) 和 (3 一 33) 得 
B=- hb,= ” B. 一 一 中 
因此 


一 一 grado (3 一 34) 
例 6 已 知 金属 球 里 的 温度 分 布 为 f(r7) ==ar’, a 是 一 个 正常 
数 , 试 求 其 温度 梯度 。 
解 ” 由 式 (3 一 27) 
gradf(r) 一 一 "ZuT 


最 度 樟 度 方向 (>) 代 表 温 度 增加 最 锯 的 方向 。 与 其 相 有 扩 的 方向 ( 河 
失 径 指向 了 原点) 代表 冷 却 最 快 的 方向 。 

例 7 设 F, 和 7, 是 两 个 焦点 , 动 点 PP 到 的 距离 为 "， 到 
,的 距离 为 7;, 已 知 7 十 7, 二 22 是 函数 mw 一 六 十 ”的 一 条 等 什 
线 , 试 证 明 在 椭 贺 上 所 作 的 法 线 平分 两 和 拓 径 间 的 夹 角 (图 3 一 4)。 

解 
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DT 
Tr 


Zradgp = gradr, 十 gtad7: 
由 式 (3 一 28) 


gradr = ri 
grad7, = 了: 
因此 
gradp = 二 ri 十 7; 
式 中 普 和 王 分别 是 从 下 和 严 到 己 扣 方向 的 单位 矢 径 ,它们 的 模 
都 等 于 1。 秋 量 grado 是 ri 和 ri 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 它 
平分 两 边 的 夹 角 并 指向 等 值 面 在 P 和 点 的 法 线 方向 。 
大 在 例 7 中 的 不 是 椭圆 而 是 双 曲 线 m 一 > = 2a ,或 者 是 以 坐 
标 原 点 为 焦点 的 抛物 线 , 我 们 也 能 得 到 相同 的 结论 。 
椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 等 二 次 曲线 的 上 述 几 何 性 质 在 光学 等 方 
面 有 午 要 的 应 用 。 / 


qradf (9) 


图 3 一 4 


$ 3.2 矢量 场 的 力 线 方程 
矢量 场 的 特征 是 矢 性 量 , 其 数学 式 为 
A(R)= A(x,y,2) 《3 一 35) 
其 投影 式 为 
A(lr, y, 2) = A(z, y, i Alr, y, 2)i 
十 A,.(7x， ds zZ)k (3—36) 
式 中 4;,4,，4; 都 是 TY 的 数 性 函数 。 
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从 式 (3 一 36) 看 出 ,三 个 数 性 函数 可 以 完全 确定 一 个 矢量 场 。 
为 了 用 图 形 直 观 地 表示 出 一 个 矢量 场 ,， 人 们 引入 了 力 线 〈 即 天 莉 
线 ) 的 概念 。 力 线 上 每 一 点 的 切线 方 同 与 矢量 在 该 点 的 方 癌 一 致 。 
应 当 指 出 , 力 线 在 每 一 种 矢量 场 里 都 有 具体 的 物理 意义 ,例如 电场 
中 的 电力 线 , 磁 场 中 的 磁力 线 等 等 。 

一 般 说 来 ,矢量 场 里 的 每 一 点 都 有 且 只 有 一 条 力 线 通 过 ,所 以 
力 线 充 满 了 整个 矢量 场 空间 市 县 互 不 相交 。 力 线 只 能 表示 出 在 各 
氮 的 天 量 方向 ,不 能 表示 出 模 的 大 小 。 为 了 能 够 同时 表示 出 天 基 
模 的 大 小 , 通 疹 是 使 通过 垂直 于 矢量 方 癌 上 单位 面积 的 力 线 正 比 
于 该 天 量 的 模 , 于 是 力 线 的 稠密 程度 邹 代 表 和 拓 量 模 的 六 小 。 


设 天 量 线 上 任 一 点 的 天 径 为 
R=z7ri 二 yj 2k 
因此 
dR = dri dyj + dzk 
它 代 表 在 P 点 与 力 线 相 切 的 矢量 。 按 照 定义 , 4R 应 与 A 共 线 ,所 
以 


于 是 
二 一 之 一 元 (3 一 37) 
式 (3 一 37) 代 表 力 线 的 微分 方程 。 
例 1 试 求 位 于 原点 的 点 电荷 4 产生 的 电力 线 方程 。 
解 ” 由 式 (3 一 31) 和 (3 一 31) 


| gg 9g | 
8a = Aneor’s rem sit 纪 下 2 

将 上 式 代 入 式 (3 一 37) 得 电力 线 方程 为 

dr _ dy ds 

T YY 2Z 
积分 上 式 得 

lnz 一 ln 十 
即 / 

y= ex 

同样 


2 一 0 = cc 
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由 此 可 更, 点 电荷 的 电力 线 是 从 点 电荷 所 在 点 发 出 的 一 族 射线 。 
例 2 试 求 载 直流 电流 1 的 无 限 长 导线 产生 的 磁力 线 方程 。 
解 ” 设 载 流 导线 位 于 < 轴 上 (图 3 一 5), 根据 安培 定律 , 电流 


元 145k 在 P(x,y,z) 太 产生 的 磁 场 强度 为 


1 CdSk X r.) 
整个 载 流 导线 产生 的 磁场 强度 为 


站 


多 
r 一 2 十 7 十 2 
rr 一 2 十 7 十 (2 一 上 ) 开 
r=~vVr+y+ (25) =VP + (2— 6) 
doek Xr= — ydeit rdej 
因此 


Hi | pr 
1 J yeep 
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1 de 四 
= 村 | tp 于 Cz EI 1) 
由 此 可 见 , 五 位 于 平行 于 z 的 平面 上 。 
设 
一 2 一 Ptgt， de 一 一 二 dt 


Cos't 


当 & 二 土 o 时 , 1 一 土 万 


局 


| d 加 | at 
| Cpt (C267 CositCp’ + ptgty7 


可 
2 


1 | dt 1 | 2 
一 一 7 一 7 | costdt = — 
p COS tsec't 0 人 
-和 -和 


所 以 
i . ， 
H= 237p(— 2) (3—38) 
将 式 (3 一 38) 代 入 力 线 方程 (3 一 37) 得 
Mx dd 
—y 2 0 
为 了 使 上 式 有 意义 ,dz 必须 等 于 等 , 即 
z 二 Cc( 第 数 ) 
因此 
rdr = — ydy 
积分 上 式 得 
7 绑 
一 2 
印 
z2 十 天 一 2c， 


由 此 可 见 , 磁力 线 是 中 心 在 z 轴 上 且 位 于 平行 于 zy 平面 上 的 一 族 间 
心 加 。 


3 3.3 大量 场 的 线 积分 
一 ” 线 积 分 的 定义 
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在 矢量 场 A 中 , 任 取 一 连接 P,(R,) 和 P,(R,) 的 光滑 曲线 “， 
我 们 用 4R 表示 位 于 曲线 ¢ 的 切线 上 , 以 切 点 为 始点 而 模 |4R| 等 
于 绝 元 48 的 小 矢量 , 作 标 积 : 

= A*， /AR= A.AR 
式 中 和 4 是 4R 始 点 的 矢量 , 4; 是 4 在 切线 + 上 的 投影 。 将 所 有 曲 
线 c 的 弧 元 4R 叙 列 的 标 积 相 加 , 并 使 弧 元 数 无 限 增加 , 而 且 使 每 
一 弧 元 各 上 自 趋 于 零 , 求 它 的 极限 即 可 得 到 积分 


P 


[= |4 .dR 一 | Ac y, 2) 。 dt (3— 39) 


六 称 为 矢量 A 沿 曲线 。 的 线 积分 。 
因为 z 
A(lr,Y, 3) 一 ACT，2)。，7 
式 中 + 是 曲线 c 的 单位 切线 矢量 : 


R’ (1) 
~ |R’' Ct)| 
所 以 
TD 
| je TO 
。 
| ca 。T) | RD |dt = | 4.14R | 
式 中 
ldR|=ds 
因此 
PP) 
. Pp 


式 (3 一 40) 表明, 矢量 的 线 积分 实际 上 代表 矢量 在 曲线 < 的 切线 方 
向 分 量 相对 于 弧 长 的 积分 。 
若 A 代表 作用 于 质点 的 力 , 曲线 。 代表 质点 的 运动 轨迹 , 则 
线 积分 (3 一 40) 表 示 当 质点 从 已 点 运动 到 P 点 时 该 力 所 作 的 功 。 
矢量 沿 闭合 曲线 的 线 积分 称 为 该 矢量 沿 此 曲线 的 环流 , 记 为 


PA .aR 
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环流 局 积分 的 方向 有 关 , 通 常规 定 沿 反 时 针 方 向 的 积分 为 正 。 

各 用 人 的 投影 式 表示 , 则 

A* dR= Adzr Adyt Ad2 
因此 
|a eR= | 4 十 | ay 十 | 44 (3—41) 

用 式 (3 一 41) 计 算 线 积分 时 ,常用 单一 参数 的 函数 来 表示 在 曲 
线 上 菏 点 的 坐标 ,从 而 把 线 积分 变 成 一 个 简单 的 积分 。 

例 1 已 知 A 一 一 i 十 地 , 试 计算 沿 贺 周 x 十 y* 二 一 圈 的 环 


流 。 
解法 一 ”在 图 周 上 任 一 点 的 参数 方程 为 (参见 图 3 一 3): 
R({) = acosti + asintj (0 tit 2x) 
r(1) = acost, y(t) = asint 
= — asintt + acostj 
当 上 从 0 增加 到 27 时 ,该 点 绕 圆 周一 圈 。 在 圆周 上 
上 A。 一 (— asinti acostj) 。( 一 4Sin 好 十 acost1 ) 一 0 


代入 式 (3 一 39) 得 


三 汪 


中 。 RR 一 | ea 一 20 
解法 二 利用 式 (3 一 41) 


|a "dR 一 | — ydzx + | za 
把 圆周 上 有 某 点 的 坐标 表示 成 参数 上 的 函数 : 
zz 一 acost， y — asint (0 之 tt 27r) 
dr = — asint, dy = acost 


bP AdR= 中 一 ydz+ 中 zay 


一 | eu 一 oAad: 


解法 三 ” 沿 曲线 上 半 周 积分 时 


— 和 /dC— 7’ (aa 之 zz 之 一 0) 


所 以 
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沿 曲线 下 半 周 积分 时 


y= 一 Na (—aQrEd) 
dy 一 — = dx 
Ve 
代入 式 (3 一 41) 得 
pb AR= ps te 
六 2 r r 
二 | 一 和 一 2 十 | 一 一 dr 
0 本 Va 一 人 
+ | Verart | ~ dz 
dC—12 


. |" 
一 av qd 一 十 oarcsin 工 | 


十 一 xz~vVa—7x 二 warcsin | — 2Aa’ 
例 2 试 计算 力 F(z,y,2) 一 zyi 十 yzj 十 :zh 使 质点 从 
P,(0,0,0) 点 沿 曲 线 RG) = 二 下 十 21j 十 3tk 运动 到 P.(1,2,3) 点 


时 所 作 的 功 。 
解 ” 曲 线 的 参数 方程 为 


7 一 上， y 一 25， zz 一 3 (0 三 1 三 1) 
因此 
F 一 2811 十 6f7 十 3R 
一 证 4 全 十 gt 


下 。 洒 = 2t 十 51t 
力 F 所 作 的 功 为 
一 | Cae + 51e)d = 109/14 = 7. 79 
例 3 已 知 F=zyi, 试 计算 积分 路 径 分 别 为 人 点 (0, 1) 经 点 
(1, ,点 (1,2), 点 (0, 2) 回 到 点 (0, 1) 的 正方 形 和 从 点 (0, 1) 经 
点 (1, 1), 点 (1,，2) 回 到 点 (0，1) 的 三 角形 的 环流 (图 3 一 6)。 
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图 3 一 6 


解 (1) 计 算 沿 正方 形 的 环流 
在 殿 直 边 上 ,F 与 4R 夷 直 , 标 积 为 零 。 在 底 边 ,F 与 4R 同 疝 ， 
标 积 为 下 ;在 下 底 , 下 与 恨 反 阿 , 标 积 为 负 。 于 是 
pF .R= | rl, 1)dx 十 | Per， 2)d7 


一 | raz 一 | 2zuz 一 一 志 
(2) 计 算 沿 三 角形 的 环流 
在 斜 边 ,下 与 昭 的 夹 角 /2 标 积 为 负 。 
1 十 zz 一 7 (0 三 z 世 1) 


中 站。 1 天 一 | ez 1)dz 十 | 有 1 Tr)dx 
人 0 ! 


一 | za -一 [Eze x)dr 


1 
3 

注意 :关于 本 例 第 二 项 的 负 值 问题 ,我 们 可 以 把 负 号 写 在 积分 
号 外 ,积分 限 从 0 到 1; 也 可 以 使 积分 限 与 路 径 移 动 方向 一 致 ， 即 
积分 限 从 1 到 0, 负 号 包含 在 积分 值 内 。 但 这 两 种 方法 一 定 不 能 
同时 用 于 一 个 算式 里 。 

二 与 积分 路 径 无 关 的 线 积分 

例 3 的 结果 表明 , 一般 说 来 , 矢量 的 线 积分 与 连接 P。 和 已 两 
点 的 积分 路 径 有 关 。 寿 失 量 A 的 线 积 分 值 只 与 并 点 P，。 和 P, 有 
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1 
=— | rr=— 
1 


关 , 而 与 连接 该 两 点 的 曲线 形状 ( 即 积 分 路 径 ) 无 关 , 则 将 该 积分 称 
为 与 路 径 无 关 的 线 积分 。 
定理 1 梯度 grado 沿 连接 己 (R) 和 P,(R) 两 点 的 任 一 曲 
线 c 的 线 积 分 等 于 男 数 m 在 咏 和 疡 两 点 的 值 差 。 即 
| srade dR >= | ar 一 wR)— wR,) 


一 A Vi £1 ) — (Zu, Yi. Zo) (3— 42) 


证 明 假设 
gradop = FPF= Fi 二 Fijt rk 
证 
d9 _ dp 99p 
pp Dy 了 5 二“: 
今 


R(t) 一 zt 十 Bt 了 十 2 天 (a {6b) 
代表 连接 Ps 和 P, 两 点 的 任 一 曲线 ¢ 的 参数 方程 , 则 


| F .aR = | (Fdx ot Fdy tt Fdz) 


-一 _ Pf/99dr | 9pdy 2 ) 
| sraay ‘R= | (有 Vaydt Taaapfe 


= | Pat = [ap = op zt), y(t), zt) ] ， 
= p(T Ys 21) — WTo0s Ye, 2 ) 

证 毕 。 

由 此 定理 可 得 

推论 1 者 9 是 一 单 值 函数 , 则 grad9 的 线 积分 与 路 径 无 关 。 

推论 2 gradp 沿 财 合 路 算 的 线 积分 等 于 零 , 即 

中 srady "dR=0 (3— 143) 

定理 2 去 矢量 A 的 线 积分 与 积分 路 径 无 关 , 则 矢量 A 必 为 
某 一 标 函 数 g 的 梯度 。 

证 明 令 c 和 < 是 连接 P。 和 P, 两 点 的 两 条 不 同 的 积分 路 
征 , 由 给 定 的 条 件 : 

| dR 一 | 、^ -dR 


我 们 将 R 看 成 是 一 个 常 矢 , 由 于 积分 与 积分 路 径 无 关 , 故 积分 信 
4145 


是 民 的 图 数 , 用 mm(R) 表 示 为 
Eh 


| “R=op(R) 
h, . 
我 们 取 与 2 点 相 邻 的 一 点 PCR 十 4R), 今 js 是 PP' 的 长 度 ， 
$s 是 PP' 方 癌 的 单位 矢量 (图 3 一 7)。 经 过 PP 点 的 线 积分 路 径 为 
P,PP' ,由 


phP’)— wh) = | 人 AR= | AedR— | Au 


Pr PopP PuP 


若 取 PP' 为 -直线 ，Pyr 代表 其 上 的 … 动 点 ,由 代表 此 动 所 到 己 兵 
的 距离 , 则 


dR 一 sdil， A*eldR= A.(M) a 
因此 
| A.dR= | 4 a 
PP 
由 中 值 定理 


A*NdR=A(M' ).i1s 


pp 
式 中 M' 是 线段 PP' 中 间 的 一 点 ,因此 
2 一 多 401 


取 极 限 1s 一 0 从 


c2 A.M) 
9s 


根据 梯度 的 定义 
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A gradog (3- 4141) 
定理 3 大 天 量 A 对 任 一 天 径 尽 的 微分 4R 与 标 国 数 9 的 关 


td0D 一 入。，ZR 
| 
AA= gradw (3-— 15) 
证 明 函数 9g 的 全 伺 分 为 

dq 一 Sed 十 3 十 Sed 
而 

grado 一 i 十 i 十 Ek 

dR 一 dr 十 CI 十 CR 
所 以 
gradwm * dR 一 2 十 - 3 7 十 一 一 52d: 2 


dp = gradwp » dR 
将 上 式 代 入 给 定 的 和 条件: 
dg =A* dk = gradp dk 
BB 
(grad — A)*»* dR=0 
因为 4R 是 一 任意 天 量 , 故 
一 Brad0 
定义 熙 人 =8gradg ,9 是 一 单 值 沿 数 , 则 天 量 场 入 称 为 妇 
其 场 ( 或 位 场 , 保 守 场 )。 
若 令 “一 一 2， 则 国 数 " 称 为 势 明 数 (或 位 图 数 ), 执 量 场 A 与 
位 图 数 " 回 的 天 系 为 
A= OO— gradr (3 一 -46 ) 
所 以 势 量 场 是 一 个 梯度 场 , 它 的 势 务 数 有 无 限 多 个 ,但 它们 乙 间 只 
差 一 个 弟 数 。 
例 4 4 已 知 A(r,y,2) = Gi 二 Te cosy)i (rs—e'siny)j (ry 
十 2z)k 是 一 热量 场 , 试 求 热 珊 数 +。 
解法 一 ”因为 
grad 一 从 
所 以 


29 _ = * 

EE A,= yz ecosy 

GP z 
By e'sSiny (3—47) 
dp = Ti 二 22 


对 zz 积分 得 
| ar 一 | (zz ecoOsy) dar 


0 = XYyz 二 ecosy + f(y, 2) (3— 48) 
式 中 f(y,z) 是 “积分 常数 ”( 因 只 对 z 变量 积分 )。 将 式 (3 一 48) 对 
y 求 导 得 


于 一 zz 一 esing + fyly, z) (3—49) 
使 式 (3 一 49) 与 式 (3 一 47) 第 二 式 相 等 得 
f’ (Y, zz) 二 0 (3—500) 


式 (3 一 50) 表 明 f(y,z) 不 随 y 变化 ,我 们 用 f(z) 表 示 。 于 是 式 
(3 一 48) 忆 为 

0 一 2Z8Z 十 ercosy 十 后 CCz) 
将 上 式 对 z 求 导 并 使 之 与 式 (3 一 47) 第 二 式 相等 得 


SE =zy+f 《2) = 27y + 22 


于 是 
f' (2) 一 2z 
f(z) =2 {+c 
式 中 ¢c 是 任意 常数 。 最 后 得 
Dp 二 XYyz 十 erCosy 十 2 十 c 
势 函 数 v= 二 一 p, 即 
0 一 一 (zz 十 ercosSzy 十 2 十 c) 
解法 二 ”因为 人 是 一 势 量 场 , 所 以 在 作 A 的 线 积分 时 , 可 将 
P 点 选择 为 坐标 原点 ,积分 路 径 油 z 轴 到 点 (z，0，0) 册 久 平行 于 
y 辅 的 路 径 到 点 (z,y，0) ,最 后 沿 平行 于 z 轴 的 路 径 从 z 一 0 积分 
到 (xz,y,z), 如 图 3 一 8 所 示 。 
由 式 (3 一 45) 


t p 
p(X, Y, 2) 一 | “= | 4 -dR 


4 


P(x, y, 2) 


一 | aa 十 4ydy 十 A.dz) 
一 | 4 0 ， 0U D)dz 十 | 4cz， 9 ， 0) dy 


十 | 4 Zz) dz 
将 4;,4,,4: 代 入 上 式 得 
PT, yy, 2) 一 | ea 十 | 一 e’sinydy 十 | cs 二 2z)dz 


二 (e* 一 1]) 十 er'(cosy 一 1) 十 zyz 十 2z 
— xyz 二 ercosy 十 2 一 1 
与 解法 一 比较 得 c = 一 1。 函 数 »== 一 g。 
定理 4 行人 沿 任 一 闭合 曲线 的 积分 为 零 , 则 A 必 为 一 势 量 
场 。 
证 明 设 积 分 路 径 为 P,P,PP,P。， 则 
| 人 入，dR 十 | A*dR=0 


oPiP PPoPo 


印 
A。dR 一 4 ，dR 


PoP IP PoPapP 


由 定理 2 ， A 必 为 势 量 场 。 
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注意 :本 定理 要 求 A 沿 任 一 团 合 曲 线 的 积分 都 必须 等 于 零 。 
例 5 试 证 明 A(x,9) = 二 xyi 十 yj 沿 中心 位 于 原点 的 所 有 阅 
的 线 积 分 为 去 ,但 A 却 不 是 势 量 场 。 
解 中心 位 于 原点 ,半径 为 se 的 圆 参数 方程 为 
1 ~ ucost, J — asint (0 达 1{ 27) 
因此 


dr = — asintdit, dy — acosidil 
中 A*uR= 4 (Adzr + A,dy) 


一 | f(acost) (asint) (— asini) 
十 (asint) (acost) jat 


一 | (— acostsin’t + a'sintcost) dt 


一 一 | 号 二 a sin 一 
如 果 我 们 把 积分 路 径 改 为 连接 四 个 顶点 (0，0)，(1，0)，(1， 
1) 和 (0,， 1) 的 正方 形 ( 沿 反 时 针 方 向 ), 则 


pa :dR= | 十 | za 十 | va 一 一 万 
由 此 可 见 , 线 积分 与 积分 路 径 有 关 , 人 不 征 势 基 场 。 


3 3.4 ”矢量 场 的 通 量 

一 ”有 回 曲 面 

在 空间 的 任 一 双 侧 曲面 (闭合 的 或 非 闭合 的 ) s 上 的 每 一 点 ， 
我 们 都 可 以 作 一 单位 法 线 矢 其 n, 如 果 s 是 闭合 曲面 , 则 规定 外 法 
线 是 正方 向 ; 如 果 s 是 非 闭合 曲面 , 则 应 该 规定 一 侧 为 正方 同 ， 男 
一 侧 为 负 方 向 。 凡 是 规定 了 正 侧 的 曲面 都 称 为 有 同 曲 面 。 如 果 曲 
面具 有 连续 转动 的 法 线 , 则 称 为 光滑 曲面 。 

曲面 的 隧 式 方程 记 为 


flz, dj， 2) 一 昌 (3 一 51T) 
若 将 变数 :看 成 是 另外 两 个 变数 z,y 的 图 数 , 即 
z= Zz(r, y) (3 一 52 ) 


则 式 (3 一 52) 是 曲面 s 的 显 式 。 
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例如 羊 位 球 ( 半 径 为 1) 的 隐 式 为 
7 十 yy 十 2 一 1 二 0 
击 它 的 显 式 为 
: 二 十 V1 一 (zx’ 十) 
曲面 除 上 述 两 种 表示 法 外 ， 还 有 一 种 更 有 用 的 表示 法 ， 陈 为 参 
效法 。 这 种 方法 类 似 于 用 只 含 一 个 参数 的 三 个 参数 方程 来 表示 一 
条 空间 曲线 , 我 们 用 含 两 个 参数 和» 的 三 个 参数 方程 来 表示 曲 
面 *, 即 
T= 9) yy DDN) 2 一 2 v2) (3——53) 
设 式 (3 一 53) 的 函数 在 党 "平面 的 某 一 区 域 9* 内 有 定义 且 连 续 。 
式 (3 一 53) 的 参数 方程 可 以 合成 一 个 矢量 方程 ; 
R(u, 6) = 7ru, Oi yu 0)j 二 2Cu, 0)k (3 一 54) 
R 代表 相应 于 在 0 域内 点 (zw 在 曲面 s 上 的 矢 径 。 
同 空 间 曲 线 一 样 , 曲 面 的 参数 表示 法 并 非 唯 一 的 ,我 们 也 可 以 
用 另外 的 参数 上 ,7 来 代替 wo 它们 之 间 的 关系 为 
< 一 上 (zz， 12)， 7 = nu +) 
右 在 域 9” 内 
9Ko， 
3 #0 


则 从 a,+ 平 面 到 ,wm 平面 的 变换 具有 一 一 对 应 的 关系 。 

设 式 (3 一 54) 右边 表示 的 函数 在 域 0p* 内 连续 可 导 ,， 则 在 域 
D" 内 直线 » 二 vw 的 象 是 s 面 上 的 一 条 空间 曲线 c,, 称 为 在 该 面 上 
的 “坐标 曲线 ,而 9R(4,v,)/9u 是 与 坐标 曲线 相 切 的 切线 矢量 。 
同样 , “一 的 直线 是 在 s 面 上 的 "坐标 曲线 c, 它 的 切线 矢量 是 
9R(w,v)/9v。 坐标 曲线 c 和 c: 相交 于 s 面 上 的 P 点 , 与 域 D* 内 
的 点 (ww,»,) 相对 应 (图 3 一 9) 。 


-+ 


右 
AR(u,, v0) 


du 0 


并 且 
9R (uo bo) 


ov 天 0 


则 SY 和 3R/ay 在 P 点 决定 了 一 个 平面 , 此 平面 的 单位 法 线 矢 基 


| 


AR(u,, vo) x oR (wu, po) 
Ou dy 


“Ra v0) ,dR (Cu, vo) / (3 5951 
tg) Xx Da | 
机 1) 


二 ”表面 积 

为 了 确定 s 的 面积 , 我们 将 s 看 成 是 在 条 件 (3 一 54) 情况 下 域 
Dp" 的 象 。 在 域 0* 内 和 矩形 480D 在 s 面 上 映 象 成 曲线 的 平行 四 边 
形 如 BI C1 D' ,以 4s 表示。 该 面积 近似 于 边 长 为 13R/9w|4w 和 
1aR/9v|4v 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ( 见 图 3 一 9)。 为 了 证 明 
这 一 点 , 当 。 固 定时 , 我 们 把 参数 4 想象 成 时 间 , 这 时 3R/9w 代表 
速度 矢量 , 而 13R/9u|4u 代表 在 时间 内 4 点 沿 坐 标 曲 线 运 
动 的 距离 , 它 近 似 4s 的 边 长 4 B 。 同 样 ，|13R/3w14v 近似 于 边 
长 4 PD'。 于 是 


4s 一 究 4ux 装 4o| 次 x 实 AuAy 
积分 得 
s= |,， x tudo= || .es (3—56) 
式 中 
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ok 


19oFRK 
ds 一 光 Xx 5 dud? 


称 为 表面 积 元 。 
例 1 试 计算 半径 为 a, 中 心 位 于 原点 的 圆 球面 积 。 
解 以 4 和 9 表示 的 圆 球 面 参 数 方程 为 
YY 一 0SinpcosSmp， y 一 LSinbsin， 
2 = QCoSb (0 过 b 近 TT 0 和 过 0 所 27) 
矢量 方程 为 


R(0, wm) = asin0cosmpi + asin0singi + acostk 
于 龙 
oR . . ， 
7 = acospeos0i asinpeost) 一 asintk 
oR xsinosinot 十 asinbcosg] 
og) 
9R .98R . pp 
— 一 ~， 一- 可 | | a n if 
36 ~* 3g 1 Sin 1 十 acos cos Hsin 
十 2a4cos"osin opcososing + a'sin‘peos'0sin’g | 
一 [a'sin' 十 (a’cos’'pcos0sin6 十 a'sin’peosOsing)’| | 
1 
= asin’O 十 ateos’0sin’d = q'sind 
由 式 (3 一 56) 


s 一 | | esinedono 一 Ara 

定理 1 任 一 闭合 面 的 面积 天 量 等 于 堆 , 即 
Das =0 , (3—57) 
证 明 首先 证 明 本 定理 对 于 四 面体 成 立 , 然后 将 一 个 多 面体 
分 成 很 多 个 四 面体 , 于 是 多 面体 各 面 的 矢量 和 加 上 因 分 解 成 四 面 
体 而 增加 的 各 个 面积 矢量 和 也 应 等 于 零 。 但 是 , 这 些 增 加 的 面 必 
然 是 两 个 四 面体 的 公共 面 , 当 我 们 取 正 法 线 时 ,对 于 一 个 四 面体 是 
某 一 方向 , 则 另 一 四 面体 的 方向 必 与 前 一 四 面体 的 方 品 相反 ,因此 
这 些 面积 矢量 和 恒 等 于 堆 , 即 闭 合 多 面体 各 面 的 矢量 和 等 于 令 。 
最 后 把 多 面体 推广 到 任意 闭合 曲面 ,我们 作 该 曲面 的 内 接 多 面体 ， 
在 极限 情况 下 ,闭合 曲面 的 面积 矢量 等 于 多 面体 的 面积 矢量 ,中 等 
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于 零 。 

根据 上 述 分 析 , 只 要 我 们 证 明 四 曾 体 的 曾 积 矢 若 和 等 于 性 即 
证 明了 本 定理 成 立 。 

我 们 将 四 面体 投影 到 任 一 平面 上 , 例如 节 平面 , 它 的 形状 只 
可 能 是 图 3 一 10 所 示 的 两 种 之 一 。 投 影 后 得 到 的 每 个 三 角形 都 可 


C 


(a) (6) 


图 3 一 10 


以 用 一 面积 矢量 来 表示 ,其 方向 按 三 角形 投影 面 的 外 法 线 与 : 轴 
的 夹 角 是 大 于 r/2 或 小 于 /2 而 指 问 正 z 或 贷 z 的 方 同 。 

在 图 3 一 10 (4) 里, 三 角形 B4C, BPA4, PC4 的 面积 矢量 方向 与 
三 角形 BCD 的 面积 矢 基 方向 相反 , 因为 如 果 PP 的 外 法 线 指 问 正 
:方向 , 则 其 余 三 角形 的 外 法 线 必 定 指 同 负 = 方 癌 , 又 

SAscp = SAsac tT SAgpa dt SAvea 

故 四 面体 在 该 投影 面 上 的 面积 矢量 和 等 于 性。 

同样 , 也 可 以 证 明 图 3 一 10 (3) 的 情形 。 这 时 两 三 角形 B4C、 
BD4 的 面积 矢量 与 另外 的 两 个 三 角形 BCD、CAD 的 面积 天 量 方 癌 
相反 ,而 且 


SABAC 十 SS ApDpA 一 SS Apep 十 A ArAD 


故 面 积 撩 其 和 等 于 零 。 
因为 可 以 用 任意 平面 来 代替 wy 平面, 故 四 面体 表面 积 天 量 在 
任 一 平面 上 的 投影 都 等 于 赤 , 所 以 四 面体 的 面积 天 量 必 等 于 似 , 证 
毕 。 
推论 ”车 人 ,是 一 个 常 矢 荆 ，s 是 一 闭合 曲面 , 则 
ha ds=0 (3—08) 


D4 


三 ”天 晤 场 的 过 量 

设 A(z,y,7) 是 在 有 问 光 滑 曲 面 s 上 P 点 的 一 个 和 拓 其 ,n 是 同 
一 点 的 单位 法 线 天 量 ,， 如 水 我 们 把 * 面 分 成 很 多 个 极 小 的 面积 邢 
4s,， 则 A。ds 称 为 流 过 该 咎 积 元 的 通 量 。 矢 其 4A 流 过 3 面 的 通 鞭 
为 

a 。 ds 一 本 nds (3— 59) 

式 中 人 么 称 为 通 荐 密度。 

式 (3 一 59) 也 叫做 天 量 人 对 s 面 的 面积 分 。 将 式 (3 一 55》 和 
(3 一 56) 代 入 式 (3 一 59) 得 z : 


I 1 2 ( 

人 。ds 一 | A» Ex Ra (3 60) 

|) i da oi 
又 

A(r,y, 2) 一 4 十 4 十 4 
n = cosai cospij+ cosyk 
因此 
| 人 A，nds 一 | [Acosa 十 Acosh 十 Acosylds 

而 


cosads =— dydz 
COS AS = dad 
cosyds = drdy 
分 别 表示 面积 元 ds 在 ,2,xy 平面 上 的 投影 。 所 以 
a * ds 一 | Gadyas 十 Adzdrx 十 4drdzy) (3——61]) 


式 (3 一 61) 的 面积 分 形式 类 似 于 式 (3 一 11) 的 线 积 分 形式 。 

现在 我 们 米 看 看 面积 分 的 物理 意义 。 设 有 一 流速 场 w (x,y， 
>) ,流体 是 稳定 流动 的 ,不 可 压缩 的 液体 (不 可 压缩 表示 流体 的 密 
度 不 受 ), 令 密 度 等 于 1。 当 流体 从 面积 元 ds 上 流出 时 , vv 指向 外 
侧面 , 在 很 短 的 时 间 tt 内 ,流出 ds 面积 元 的 流 基 等 于 以 ds 为 底 ， 
梭 边 为 v1 的 柱 体 , 它 的 体积 ; 

Vl。 ds=—= ,lids 
在 单位 时 间 内 流 过 面积 元 ds 的 通 基 为 
dV =v* ds 
流 过 整个 面 s 的 流 基 ( 通 量 ) 为 
55 


bw 一 | * ds (3—62) 
当 +* 与 ds 成 锐角 时 , "+ 指向 ds 的 正 侧 , do > 0, 表示 在 单位 时 
间 内 流 过 ds 的 通 基 为 正 ; 当 交 与 必 成 钝 角 时 ,me 指 回 必 的 负 侧 ， 
通 量 为 负 。 当 总 通 量 0 >0 时 , 表示 从 正 侧 经 过 3 的 流量 大 于 从 
仙 侧 经 过 ;的 流 基 。 
夺 s 为 一 闭合 曲面 , 则 通 基 为 
0 = 从 wads (3 一 63) 
它 代 表 流 出 * 面 的 正 通 量 和 流入 * 面 的 负 通 量 的 代数 和 。 当 名 二 
0 时 ， 流出 量 六 于 流入 基 ， 闭合 面 s 包围 的 体积 TF 内 必定 有 源 存 
在 , 称 为 正 源 ; 当 & 和 0 时， 沙 入 其 大 于 流出 其 ， 体积 1 内 存在 负 
面积 分 在 电磁 场 理 论 里 有 很 重要 的 应 用 , 例如 , 电 通 量 密度 
(电位 移 矢 量 ) D 穿 过 面 的 电 通 量 为 . 


0 = | D «ds (3 一 614) 
磁 通 量 窗 度 召 穿 过 面 s 的 磁 通 量 为 
D,, = | 及 。ds (3 一 65) 


例 2 试 计算 矢 径 R 一 zi 十 好 十 状 经 过 直 圆 柱 的 通 量 , 设 华 
标 原点 位 于 圆柱 下 底面 的 中 心 , 圆柱 半径 为 a, 高 度 为 & (图 3 一 
11), 

解法 一 ”由 式 (3 一 63) 


必 一 a a ds 一 - | aes 十 | es 十 | aa 
起 中 s 代表 圆柱 的 侧面 , * 代表 上 底面 , * 代表 下 底面 。 
在 下 底面 ,R 与 法 线 n 垂直 , 8, = 0, 因此 


| Rds==0 


在 上 底面 ,n 平行 于 = 辅 , ,二 ,因此 


| Rds 一 中 ds 一 Ta AH 
在 侧面 ,外 法 线 n 平行 于 巧 平面 , ,一 a, 因此 


Rds 一 a| ds = 20 
| bh 


00 


图 3 一 11 


于 是 
DR .ds= 3r0% 
解法 二 ”计算 通过 上 、 下 底面 通 量 的 方法 与 解法 一 相同 。 
在 侧面 ,参数 方程 为 


R(u, ») = acosui 十 asinuij 十 2k 
(0 yu 27, 0 往生)) 


因此 

< ~X 2 — a(cosui 十 Sinz ) 

du QAv 

R. oR | 一 aicos'u asiny =a’ 

ou dv 
由 式 (3 一 60) 

好， 一 一 本。dS 

oR .dR 
—- ” —— 一 一 一 0 
pe 局 ~ a 9 


27 所 


—a | dud» = 2nxa'h 


解法 三 ”参数 方程 为 


T= dCcosSu, ~— asinw 
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因此 


7 十 六 一人 
Pe ~ 
7 二 十 入 a 一 yy， ， y 二 十 和 a 一 


(0 过 ra, 一 4 和 过 1 和 过 0 0 和 过 2 生 /) 


oaeas=) es 人 Re 


由 式 (3 一 -61) 


| Re* ds = zdydz 十 | ydzdz 十 | zdrdy - 
式 中 oolor 分 别 是 s 在 只 ，S[ 和 好 平面 上 的 投影 。 侧面 在 zy 
平面 上 的 投影 (oo 应 为 令 , 所 以 


好 由 性 内 
| R*。sds 一 | | va: — ydydz+ | | ~ 二 -一 Xdrdz 
“1 . 


| 
= 各 |yN3 Farcsin | 


昌 


十 5 区 一 2 十 oarcsin 二 | 


一 2xah 
在 下 底 


| » ds = rdydz 二 | 2 +| zdrily 
式 中 0 和 0 是 s, 在 如 和 民 平 面 上 的 投影 , 应 该 等 于 零 , 并 且 z 
一 0, 因 此 
下 。ds 一 有 


33 


在 上 底 , 0; 和 也 等 于 专 ,z 一 h, 故 


| R .ds 一 如 | drdy = | az | dy 


一 + 


一 2h | -一 dx 一 人 


-一 在 


因此 
0 一 利 R 。ds 一 3xa'h 
以 上 三 种 解法 表明 , 通 基 的 数值 与 表面 参数 的 表示 法 无 关 。 
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例 3 试 计 算 矢 径 RR 通过 直 圆 锥 的 通 量 , 已 知 圆锥 的 顶点 位 
于 原点 ,加 锥 的 底 半 径 等 于 a, 高 度 等 于 4 (图 3 一 12)。 


图 3 一 -12 


解 


0 = 由 Ras= | R :as 十 | 。ds 
式 中 是 圆锥 的 侧面 , s, 是 圆锥 的 底面 。 
在 侧面 ,天 径 只 与 圆锥 的 法 线 牌 直 , 因 此 


| .as=。 


在 扑面 ,R “n= 二 上 h， 因此 


o=| 下。 ds =h|| ds = re 

以 上 二 例 表 明 , 矢 径 通过 直 癌 柱 和 直 圆 锥 的 通 基 都 等 于 它们 各 自 
体积 的 三 倍 。 此 结果 可 以 推广 到 任意 的 闭合 曲面 。 

定理 2 矢 径 通过 任 一 闭合 曲面 的 通 量 等 于 该 闭合 面 围 成 体 
积 的 三 倍 , 即 

(pa 。 ds 一 3F (3 一 66) 

式 中 7 是 闭合 面 s 所 包围 的 体积 。 

证 明 我 们 以 坐标 原点 为 项 点 作 一 无 限 小 的 立体 角 , 它 在 闭 
合 面 上 截 出 若干 个 面积 元 ,例如 图 3 一 13 所 示 的 三 个 面积 元 。 
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图 3 一 13 


我 们 用 R,R,,R; 分 别 表示 从 0 点 到 各 个 面积 元 的 矢 径 ， 
msnayns 分 别 表 示 各 面积 元 的 单位 法 线 矢 量 。 根 据 例 3 的 结果 ， 
R 通过 顶点 为 0, 底 面积 为 ds 的 圆锥 体 遂 量 为 

R, 。 ds, = $V 6048, 
同样 

R,， dsS; 一 一 3V ons.ps， 

R,* ds， 一 3V (04,8, 
所 以 

R, » ds R,. ds,t R,* ds;, = 3CV 0 — Voa,s, ct Voa,s,) 
一 3 CV 488,4, 十 六 op 

正好 等 于 s* 面 包围 的 体积 内 被 立体 角 规 出 的 体积 。 对 于 其 它 以 0 
为 顶点 的 各 个 立体 角 重 复 利 用 这 种 方法 即 得 


ba ds = 3 


3 3.5 拓 量 场 的 散 度 
一 ” 散 度 的 定义 
我 们 在 矢量 场 4 中 的 一 点 作 一 包围 此 点 的 闭合 面 s, 其 体积 
为 4V ,48 表示 穿 出 s 面 的 通 量 , 当 4r 趋 于 有 堆 时 ( 即 缩 到 已 点 ) 时 ， 
若 比 值 48/4r 的 极限 存在 , 则 该 比值 称 为 矢量 4 在 已 点 的 散 度 ， 
记 为 z 


ba 。 ds 
二 (3 一 67) 


dvA4 一 1m 
AV —"0 
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式 (3 一 67) 表 明 , 和 天 量 4 的 散 度 是 标量 , 它 代 表 和 天 量 人 经 由 包 
围 某 点 的 无 限 小 团 合 面 s 流出 单位 体积 的 通 基 。 当 divA4A > 二 0 时 ， 
P 点 是 正 源 ; 当 divA 二 0 时,P 点 是 负 源 。 

二 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 定 理 ( 简 称 高 斯 定理 ) 

撩 荆 A 通过 团 合 面 s 的 通 量 等 于 A 的 散 度 在 * 面 所 包围 的 
体积 上 上 的 积分 , 即 

pAa 。 ds 一 | avaw (3—68) 

高 斯 定理 建立 了 沿 体积 ! 的 三 重 积 分 和 沿 该 体积 界面 s 的 二 
重 积 分 之 间 的 关系 。 

证 明 我 们 将 闭合 曲面 s 所 包围 的 体积 VV 分 成 a 个 由 闭合 曲 
面 $14,840,530 5, 所 围 成 的 体积 元 4PF ,4,4V,。 我 们 知 
道 , 变量 和 它 的 极限 之 差 为 无 限 小 ,因此 根据 式 (3 一 67) 可 以 得 到 


”对 于 围 成 4 的 闭合 曲面 有 如 下 的 关系 : 


edS 


一 divA 十 & 
即 
D A*ds=divAAV, + et 
其 中 散 度 是 在 体积 元 中 某 一 点 的 值 。。 是 足够 小 的 其 , 视 不 同 
的 体积 元 41; 而 异 。 将 上 式 中 的 + 用 1，2，3,…,n 代入 ,可 以 得 
到 个 等 式 , 相 加 后 得 
过 人 4。ds 一 Daivaar ,十 Sos ， 

通过 ‘IV 界面 ;的 通 量 等 于 矢量 A 的 面积 分 ， 设 :47 是 一 个 
六 面体 , 它 的 各 个 面 也 是 相 邻 六 面体 的 面 ,因此 在 上 式 的 积分 里 要 
出 现 两 次 , 然而 在 相 邻 两 个 六 面体 公共 面 上 的 两 个 外 法 线 的 指 问 
相反 ,因此 这 两 个 积分 互相 抵消 。 这样, 在 上 式 左 端 只 剩 下 在 闭合 
曲面 * 各 小 片 土 的 积分 , 即 

(pA “ds 一 DaivAss + Deity, 

将 ,无 限制 地 增加 , 使 17 一 0 ， 上 式 左 端 不 变 , 右 端 第 一 项 

是 以 体积 分 用 ,divAtr 为 极限 。 现 在 我 们 来 证 明 右 端 第 二 项 和 站 
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于 零 。 对 于 天 量 A 和 ,可 以 认为 当 » 是 够 大 时 , 存在 一 无 限 小 量 a， 
使 得 

al <<a, Je! <a, cs < aa 
而 


lime = 0 


因此 


| > 1， < > ots — 余 > 
下 一 1 上 一 1 上 一 4 
全 部 体积 元 的 和 等 于 体积 六 ,因此 
lim ] ed 
hi 


(A * ds 一 | aivaar 
在 电磁 学 里 ,高 斯 定律 的 积分 形式 为 
DD ds 一， (3 一 69) 
式 中 4 是 包含 在 闭合 面 s 内 的 总 电荷 。 在 静电 场 中 , 正 电 荷 代表 
正 源 ;负电 荷 代表 负 产 。 假 设 体 电 丛 密度 为 bp, 则 式 (3 一 69) 变 成 
hp “ds =|| or | (3—70) 
式 《(3 一 70) 两 端 除 位 并 取 极 限 得 


| D.ds | 中 pal 
* . 4 (3—7]1) 


= divD 一 Hm 1 一 P 


一 | lima 一 0 
及 一 站 


于 是 


lim 

式 中 pp 代表 求 散 度 点 P 的 电荷 密度 。 式 (3 一 71) 是 电磁 学 里 高 斯 
定律 的 微分 形式 。 

三 ”用 矢量 的 投影 式 表 示 它 的 散 度 

在 计算 矢 基 场 A 的 散 度 时 , 经 常 需要 用 矢量 4 的 坐标 分 量 
4,, A,,4; 来 表示 它 的 散 度 。 为 了 简化 起 见 , 我 们 把 式 (3 一 67) 里 的 
无 限 小 体积 元 看 成 是 以 4z, 1y, .1 为 楼 的 和 矩 形 平行 六 面体 ,P 点 位 
于 它 的 中 心 (图 3 一 14)。 

我 们 知道 ,只 有 当 垂 直 于 这 些 面 的 通 量 窗 度 A 从 一 个 面 到 男 
一 个 面 有 变化 时 , 通过 平行 六 面体 任何 面 的 通 量 才 会 不 同 于 通过 
它们 对 面 的 通 基 。 假 设 两 个 相对 面 间 的 距离 4x, 4y, 4z 很 小 , 作为 
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图 3 一 14 


一 阶 近 似 , 在 >z 轴 方 向 我 们 有 如 下 的 关系 : 


rr 4 
A, 7 | 一 A,|, 十 » 27 
1r24， 

凡 | rr -一 A, 一 一 一 
4 ? 2 27 


从 前 面 流出 的 通 基 为 .1y1:4.|, 
和 134], 一 丰 ,因此 流出 的 净 通 量 应 为 


z 94, 
fy tz A, | :+ 一 4, | ) = ,1x 1y 1 本 


同样 , 在 y 轴 和 < 轴 方 向 , 我 们 也 可 以 得 到 类 似 的 关系 , 因此 流出 
该 体积 元 的 净 通 其 为 


+ 上， 流入 后 面 的 通 量 为 


一 1， 9A ' - .94, 
A. 
ty (3—72) 


以 平行 六 面体 的 体积 元 4 = 二 .17.4y1z 除 式 (3 一 72) 两 边 并 取 极 限 


得 


eds 
dvA=lim oy ta (3—/3) 
散 度 的 性 质 
(|1) div(A 二 FF)=divA divFr (3—74) 
证 明 汉 
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A 二 Ai 二 Aj 十 A.k 
Fo=FiF,jit+rF.k 


则 
及 十 五 一 (4 十 忆 和 十 (4 士民) 十 (4 十 大) 
ji 二 34 十 如 04 十 证 2 和 二 人 
Ox oy dz 
— divA 二 divF 
(2) div1fA = /fdivA 二 A* gradj (3—75) 
式 中 了 是 一 个 可 微 的 标 函 数 。 
证 明 设 
和 一 4 十 4 可 十 4-R 
因此 
fA=fAitfAij+fAk 
， 9(f4.,) a(fA,) ,a9(f A.) 
div(fA) = 一 ty Tg 
= /4 中 


‘oy jz 
~ JdivA 二 人 A， grad) z 
例 1 若 1IRI|=~N7 二 十 2， 是 一 常 矢量 , 试 计算 散 度 
div(|RIc)。 
解 ” 根 据 式 (3 一 75) 
div(|IRIc)=ce*: gradlR| 
又 由 式 (3 一 28) 得 


div( IRIc) = ST 


例 2 已 知 点 电荷 4 位 于 坐标 原点 , 试 计 算 在 点 电 通 基 密 
度 的 散 度 。 


解 ” 因 为 
_ 4 
D= 17|RT 
加 
R=zrxiyij 二 2k 
一下 7 
X 


/RY_9 I 9 2 
div| )= dz ees 二 下 Oy be 二 yy md 


dd 加 
二 区 | 二 于 二 = CR 天 0) 


了 以 divD=0 (3—76) 

式 (3 一 76) 表明 , 除 |R|== 0 点 (电荷 所 在 点 ) 外 ,DD 的 散 度 处 
处 为 零 。 

五 ” 管 形 场 

散 度 为 才 的 场 称 为 管 形 场 。 为 了 说 明 管 形 场 的 意义 , 我 们 来 
研究 如 图 3 一 15 所 示 的 一 个 闭合 面 , 它 是 由 横 截面 ss, 和 始终 平 
行 于 场 天 二 方向 的 曲面 s; 所 构成 。 


n 


图 3 一 15 


| 。 dfS 十 | 。» ds 十 | 。 LS 一 
因 s; 平行 于 D, 故 没有 遂 量 由 s 流出 ,于 是 
lp 。 ds 一 一 | 。 ds (3 一 77 ) 
式 中 人 负 和 号 表示 s: 和 s; 的 法 线 方向 相反 。 
式 (3 一 77) 表 明 , 流 入 s, 面 的 通 量 等 于 流出 s; 面 的 通 量 ,因此 
经 过 了 芒 管 任何 横 截 面 的 通 其 不 变 , 即 在 管 形 场 里 , 力 线 在 任何 地 方 
召 不 会 产生 ,也 不 会 消失 ,这 种 管 形 区 域 称 为 通 其 管 。 
7、 梯度 公式 
右 标 国 数 了 及 其 一 阶 导数 在 闭合 曲面 和 以 s 为 界 的 体积 1 
内 连续 有 限 , 则 


业 1ds 一 中 sraarer (3—78) 
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证 明 充 
A=fB 
式 中 B 是 一 任意 冀 矢 量 。 
取 上 式 的 散 度 并 利用 散 度 性 质 (2) 得 
divA = divfiB= BB. gradf 
代入 高 斯 公式 (3 一 68) 得 


二 j 用。ds 一 本 ° gradfdal 
B. fds=B. | gradfay. 
Sy Ar 


因 B 是 一 任意 常 和 炙 量 , 故 | 
fh jas 一 | Bradfdl 
证 毕 。 四 


七 ” 哈 米 尔 顿 算 子 的 应 用 
在 讨论 梯度 时 ,我 们 曾 引 入 了 微分 算 子 Y ,根据 算 子 立 的 定义 
式 (3 一 21), 它 与 舌 荆 A 的 标 积 为 
Jy。，A= 六 二 i 地 +8| (Ai 十 Aj 十 Ak) 


妇 


dd 94 | 9d. __ 下 
二 本 - 十 jy 十 区 一 divA (3- 一 79 ) 


式 (3 一 79) 表明 , 矢量 4 的 散 度 在 形式 上 可 以 看 成 是 微分 算 
子 V 与 A 的 标 积 。 散 度 的 性 质 (1) 和 (2) 可 用 VY 月 示 成 
yy. (A+F)=V .4 十 VEF (3—80) 
VA)=fVT .A+-A. VI (3 一 81) 
应 该 特别 指出 , 算 子 了 并 不 是 一 个 真实 的 矢量 , 只 是 一 个 运 欠 
符号 , 因此 立 。A 并 不 等 于 A。 了 ,A。V 只 代表 如 下 的 微分 算 
子 : 


0 9 
"jy 人 (3~-82) 


从 式 (3 一 82) 表 明 , 算 子 V 只 作用 于 它 后 面 的 各 个 和 拓 其 而 不 作 
用 于 它 前 面 的 天 境 。 例 如 


) 
了 一 4 一 十 4 
dr 


2As phy p94 


(人 YI) 人 二 人 2 Th A2 (3 85) 
CFAaCA AKA) ORA) (3 84) 
dx dy pe 
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在 式 (3 一 84) 里 ,因为 和 A 都 在 了 的 后 面 ,所 以 微分 算 子 既 

要 作用 于 下 ,又 要 作用 末 A。 根据 乘积 的 微分 法 则 ,两 函数 乘积 的 
导数 , 可 用 这 样 的 方法 得 到 : 先 微分 第 一 个 乘 数 , 而 把 第 二 个 乘 数 
看 成 靖 数 ， 再 微分 第 二 个 乘 数 ， 而 把 第 一 个 乘 数 看 成 负数 , 然后 将 
两 者 相 加 即 得 两 图 数 的 导数 。 下 面 我 们 把 看 成 常数 的 天 量 用 下 标 
° 表示 , 则 

(FA 一 (YY FA (VY PF)A 
在 (YY 下.) 里 , 由 二 看 成 是 常数， 所 以 可 把 和 FF. 的 次 序 互 
换 , 印 

(了 FA 一 (FF YY)A 一 (FE。Y)A4 
因为 F, 位 于 了 的 前 面 , 算 子 六 不 作用 于 FF.， 所 以 没有 必要 再 加 上 
下 标 c J。 此 外 

(ToePA=A(V :FPF)=A(Y .HF) 
于 是 

(了 .FIA=(F. Vv)A+A(V .FF) 


= (F 计 十 忆 训 十 FA 


人 A (二 


(PA) 91,A) ， DC:A) 


dr | dz 
注意 :在 使 用 蛤 米尔 顿 算 子 VY 时 必须 特别 谨 层 ,由 它 导 出 的 公 
式 应 该 用 普通 的 方法 加 以 验证 
八 ” 拉 普 拉 斯 方程 
若 标 函数 在 域 D 内 二 阶 可 微 , 则 了 的 梯度 为 


0 9 4 
再 作 它 的 若 度 
站 0” 
Vv* Vi= 2 5 


我 们 引入 一 个 二 次 微分 算 子 : 
jj 二 V' 二 Vy，V= 一 他 ;十 
1 或 Y: 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 下 列 的 方程 
4/ 二 Vi/ 二 0 (3 一 86 ) 
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(3 一 85 ) 


称 为 拉 普 拉 斯 方程 , 它 是 一 个 很 重要 的 数学 物理 方程 。 
当 函 数 了 不 取决 于 某 -- 坐 标 时 , 式 (3 一 86) 变 成 了 二 维 的 拉 普 
拉 斯 方程 。 例 如 , 当 函 数 上 不 取决 于 : 时 ， 


5 十 33 一 0 (3—87) 
Rs ay 


这 意味 痢 在 任何 平行 于 x 平面 的 平面 上 ,f 值 的 分 布 相同 。 
在 8 3.1 的 例 1 里 我 们 曾 得 到 


E=~-—- Vg 
向 
有 所 一 上 所 一 一 下 V go 
义 由 式 (3 一 71) 
VvV*D=— eV * Vp=p 
| 
Vinp= 1g = £ (3—88) 


式 (3 一 88) 称 为 泪 松 方程 。 在 不 会 电荷 的 区 域 里 , 油 松 方程 变 成 了 
拉 普 拉 斯 方程 ， 
Vm = mp=0 (3—89) 
在 理想 导体 内 部 ,电场 强度 为 零 , 即 Vw 一 0, 因此 w= 二 第 数 。 
又 因 Y := 一 :YY 王 0, 故 pp 应 该 为 示 , 所 以 在 理想 导体 
内 部 不 会 有 电荷 存在 ,有 所有 的 电荷 那 集中 在 理想 导体 表面 上 。 
九 热传导 方程 
物体 的 热 状态 可 以 用 温度 函数 1 (zz 来 表征 。 假 议 均 本 
物体 的 体积 为 王 , 它 的 界面 是 s, 物体 的 密度 为 p,. 执 容量 为 c, 于 是 
体积 元 df 的 质量 为 pdf 。 根 据 热 容 其 的 定义 , 在 疏 时 间 里 体积 元 
的 温度 上 升 (他 jt 庆 , 所 需 的 热量 为 
{0 = cpdv dt 
在 必 时 间 里 需要 供给 体积 了 的 热量 为 
0 = | cpgtatar (3—90) 
男 一 方面 ,假设 热 只 由 传导 方式 从 一 处 传 到 另 一 处 ,在 物体 内 
的 每 一 点 必然 存在 一 热 通 基 密 度 撩 其 gg (zy z,i)， 经 过 * 面 的 通 
其 代 表单 位 时 间 里 通过 s 面 的 热量 ,在 尼 时 间 里 流出 的 热量 为 
04 


0 = 一 由 4 dsdi (3—91) 
式 (3 一 90) 和 (3 一 91) 应 相等 ,因此 
| epoSdadf 一 — 人 ha: 。 dsdt 


利用 高 斯 定理 把 上 式 的 面积 分 换 成 体积 分 得 


eer = —,™ 本 


| (evar + Jo 《3 一 92) 


式 (3 一 92) 对 任何 体积 了 均 成 立 , 故 积分 号 下 的 男 数 必 恒 等 于 零 ， 
即 


Eh 


p+v. .go=0 (3—93) 


. 由 于 在 物体 中 是 由 温度 较 高 的 部 分 指 癌 温度 较 低 的 部 分 ， 
因此 
q=— kV 《3 一 94) 
式 中 是 导热 系数 。 
把 式 (3 一 94) 代 入 式 (3 一 93) 得 
cp 芷 一 "(kVYf{)=0 
讽 


由 
av/ (S++) (3 一 95) 
式 (3 一 95) 称 为 热传导 方程 。 

在 热 变 化 稳定 的 条 件 下 , 9f1/9 = 0 ,热传导 方程 变 成 

yzf=0 

即 温度 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

十 ”连续 性 方程 

在 讨论 可 压缩 流体 (如 气体 ) 的 运动 时 , 速度 场 中 每 一 点 的 速 
度 v (x,y,z,t) 和 流体 的 密度 p (zy zyb 的 关系 式 称 为 连续 性 方 
程 。 干 面 我 们 来 计算 在 任何 给 定 的 静止 面 * 内 部 流体 质量 的 变化 
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情况 。 
若 面 * 包围 的 体积 为 了 , 则 在 体积 元 ff 里 的 质 其 为 pdf , 在 面 
s 内 部 ,流体 的 质量 为 
M = | oar 


假定 在 时 间 内 帘 度 有 一 增 量 (3p/9D0dt ,与 此 同时 , 在 面 

内 部 的 质量 变化 为 ” 
dM =|| .5 pat (3—96) 
由 于 运动 是 无 源 的 , 在 同样 时 间 内 应 有 相同 的 质 基 增 基 流 入 
体积 1。 我 们 在 界面 * 上 取 一 面积 元 ds, 在 dt 时 间 内 经 过 此 面积 
元 流出 的 流体 体积 等 于 vv，dsdt, 质量 为 po，dsdi, 由 整个 面积 流出 


的 质量 为 
fh po *。 dsdti 
故 
.AM 一 -从 po » dsadt (3 一 97) 
式 (3 一 96) 和 式 (3 一 97) 应 相等 ,因此 
中 5 sear + 由 pv， .ds 一 0 (3 一 98) 


利用 高 斯 定理 把 起 (3 一 98) 中 的 面积 分 换 成 体积 分 得 

| e+ V 。 (po) | 一 0 
因 上 式 对 任何 体积 均 成 立 , 故 

只 十 YY， (pw)=0 (3--99) 
式 (3 一 99) 称 为 连续 性 方程 。 
根据 散 度 性 质 (2) 

V (po)=pV *v+Ho* Vp 
于 是 式 (3 一 99) 变 成 

Su。VpTAY um = (3— 100) 


义 p 《ry,z,t) 以 看 成 是 的 复合 蚂 数 ,所 以 
,dp 9p | gpdz | gpdy ,dpds 
dt at ozdt tT ayat dzdt (3—101) 


计算 上 述 微 分 时 ,必须 把 x,y,z 看 成 是 1 的 函数 ,因为 坐标 为 x,y,z 
0 


将 土 式 代入 式 (3 一 101) 得 


dp __ dp dp gp 
di + A 十 5 十 2 
=+ vp 
a 
op -- oh ~ Jpev (3—102) 


oat 
竹 式 (3_102) 代 入 式 (3_100) ,过 续 性 方程 (3_99) 上 成 了 下 面 的 
常用 形式 : 


py w=) (3—103) 
熙 PP 三 常数 , 即 流 体 是 不 可 压缩 的 , 则 
dp_n 
dt 
于 是 连续 性 方程 (3 一 103) 变 成 
VY *VvV=0 


这 样 的 条 件 下 ,速度 场 是 一 个 管 形 场 , 苦 不 可 压缩 流体 的 运动 具 
人 速度 位 wp, 即 
v= Vy (3—104) 
则 
V*vV—=V* V9o9= Vp=0 (3—105) 
由 此 可 见 , 在 不 可 还 缁 流体 的 运动 中 , 速度 位 函数 ”满足 拉 资 拉 
斯 方程 。 
在 交 变 电磁 场 里 ,如 果 用 jp 表示 电 检 的 空间 密度 , 则 电流 密度 
天 其 了 可 写成 


J = pv (3 一 106 ) 
式 中 代表 电信 的 运动 速度 。 于 是 连续 性 方程 (3 一 99) 变 成 


式 (3 一 107) 称 为 电荷 的 连续 性 。 它 表示 电荷 与 电流 密 民 之 间 的 关 
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$ 3.6 矢量 场 的 许 度 

一 ”概述 

$ 3.5 里 我 们 讨论 过 由 矢量 4 构成 的 标量 场 一 一 散 度 (Y 。 
A)，, 现在 我 们 要 讨论 由 矢量 场 A 构成 一 个 新 的 矢量 场 一 一 旋 度 
(VY XA4)。 散 度 定义 为 矢量 4 在 小 闭合 面 上 的 面积 分 与 该 闭合 面 
所 围 成 的 体积 之 比 的 极限 ,其 运算 结果 是 一 个 标量 ; 旋 度 则 定义 为 
矢量 4 沿 小 闭合 路 径 的 线 积分 与 该 路 径 围 成 的 面积 之 比 的 极限 ， 
其 运算 的 结果 是 一 个 矢量 ,这 是 因为 积分 路 径 所 围 成 的 面积 元 方 
向 必须 用 某 种 方式 表现 出 来 。 

计算 矢量 A 沿 无 限 小 闭合 路 径 线 积分 (环流 ) 时 ,通过 P 点 的 
平面 (用 法 线 n 表示 该 平面 的 方向 ) 可 有 无 限 多 个 , 不 同 的 方向 有 
不 同 的 环流 值 。 通 常规 定 能 够 得 到 最 大 环流 值 的 平面 作为 确定 该 
点 旋 度 的 面 , 其 法 线 方向 就 代表 旋 度 的 方向 。 这 和 8 3. 1 里 定义 
标量 场 的 梯度 矢量 很 类 似 。 在 标量 场 里 , 我 们 引入 了 方向 导数 的 
概念 ,梯度 的 方向 代表 最 大 方向 导数 的 方向 ,梯度 的 模 就 是 最 大 方 
向 导数 的 数值 , 而 且 梯 度 在 任 一 方向 的 投影 就 是 该 方向 的 方向 导 
数 。 在 矢量 场 中 , 我 们 也 要 引入 一 个 类 似 于 标量 场 中 方向 导数 的 


二 ”环流 面 密度 

在 矢量 场 A 里 任 取 一 点 P, 过 P 点 作 一 小 曲面 4s, 用 n 表示 
该 面 在 P 点 的 法 线 , hs 表示 它 的 面积 大 小 , 曲面 的 周 界 为 Ai, 它 的 
正方 向 与 n 构成 右手 螺旋 法 则 。 当 4s 在 P 点 保持 1 的 方向 不 变 
并 以 任意 方向 缩小 到 P 点 时 , 若 场 矢量 A 沿 Al 的 正 向 环流 与 4s 
之 比 的 极限 存在 , 则 将 此 比值 的 极限 称 为 在 P 点 沿 1 方 同 的 环流 
面 密 度 , 记 为 


中 4 dl 
了 一 lim 不 (3—108) 


mt 


在 直角 坐标 系 里 ， 为 了 计算 沿 z 轴 的 环流 面 密度 , 我 们 在 2 平面 
上 选择 一 无 限 小 的 面积 元 , 它 的 法 线 指向 z 轴 的 方向 (图 3 一 16) 。 
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Az 
Plx, y, 2) 


图 3 一 16 


以 正 = 作为 右手 螺旋 法 则 指向 的 积分 路 径 如 图 中 的 第 头 所 示 。 环 


pA dl= Aylsrady — Asl|ytadr — A,ldy + A,|,sdz 
所 以 
0A, 
4.| + 一 4-| ,十 9y [a 
oA 
4,| :oa 二 4,|; 十 + dz 
因此 


$A (Et 
A 


QZ oy 


了 .一 1m 


jazay 
由 式 (3 一 108), 在 PP 点 沿 正 z 方 向 的 环流 密度 为 


中 4 “34 94, 


dy 


(3——109) 


(3 一 110) 


13—*0 As or 
同样 , 在 北平 面 私 平面 上 取 面 积 元 , 我 们 可 以 分 别 得 到 沿 正 xz 
方向 和 正 yy 方向 的 环流 面 密度 、 
A 4 
i = Him As 9 
各 
Aa 
At 9 4 
“一 Lm As ”9z 


知 这 了 环流 面 密度 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 以 后 , 该 天 量 在 任 
意 方 向 n 的 投影 为 


.n=T = 24 ( 线 - 怠 
了 拉 一 了 一 (有 2 jeosa 十 pp 7 Jeosp 
dA dA 
CMy __ Or 
十 条 Ey Jeosy (3— 112) 
三 ”矢量 场 的 旋 度 


式 (3 一 112) 表 明 ,环流 耐 密度 矢量 在任 一 方向 向 nn 的 投影 
就 是 该 方向 的 环流 面 密 度 , 因此 荆 的 方向 就 代表 最 大 环流 面 密 度 
的 方 回 , 它 的 模 就 是 最 大 环流 面 密 度 的 数值 。 我 们 把 矢量 工 定 义 
为 和 拓 量 场 A 在 P 点 的 旋 度 , 记 为 
rotA 二 TT (3—113) 
旋 度 在 直角 坐标 系 里 的 表示 式 为 


1A. A, \, oA, . \. 
rotA 二 (入 一 字 有 + ( 一 


oy O02 Dz az 
94， YA, 
( 写 一 人 3) (3—114) 
式 (3 一 114) 也 可 以 表示 成 便于 记忆 的 形式 
i j k 
0 0 a 
rotA = 3 dy Fz (3—115) 
A. A, 4: 
利用 哈 米 尔 顿 算 子 也 , 旋 度 可 以 表示 成 与 A 的 矢 积 形式 ， 
rotA=YVY XA (3—116) 


为 了 进 -一 步 表 明 旋 度 的 意义 ,我 们 来 计 论 以 下 的 两 个 例子 : 
例 1 若 质 点 P 以 角速度 6 绕 0L 轴 旋 转 ( 图 3 一 17), 它 的 线 


速度 为 
v=@oXR (3—117) 
式 中 R 是 PP 点 的 矢 径 , @ 的 方向 沿 转动 轴 并 指向 使 P 扣 的 旋转 是 
反 时 针 的 方向 , 试 计 算 速 度 wv 的 旋 度 。 
解 因为 
| (3—118) 
O = wi Wy -onl 
所 以 
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图 3 一 17 


v= 0 — yO) (Xo: 一 207)] 


+ (yw — TOy)k (3—119) 
代入 式 (3 一 114) 得 
: 9 _ dry 
rot.w 一 3y 32 一 十 ww, 一 20， 


rotyv 一 20, 


rot.v 一 20. 
因此 
rotw ~— 2(wi 二 wi wk) = 2 (3— 120) 
例 2 试 计 算 纸 > 铀 旋转 的 流体 速度 为 玩 户 。 


解 因为 : 铀 是 旋转 办， 所 以 
cos(z, 7)=0, cos(z, 9)=0 
cos(z, 2) 一 1 
于 是 在 式 (3 一 118) 里 ， 
wW; 一 WCOS(Z, x)=0 WC— Weos(z, y)=0 


A 
.= WCOS(zZ, 2)=0 


代入 式 (3 一 119) 得 
vi OC wy, Vy 一 Wr, ». 一 用 
即 
v=o(— yi 72j) 
rotw = (w+ wok = Zo0k 
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上 述 两 例 表 明 . 线 速 度 wv 旋 度 的 模 等 于 物体 旋转 角速度 的 两 
倍 , 而 旋 度 的 方 阿 与 旋转 轴 指 同一 致 ,这 就 是 “ 旋 度 ”一 词 的 来 源 。 
在 电磁 学 里 , 稳 态 的 磁场 强度 日 沿 团 合 路 和 公 的 绪 积 分 (环流 ) 
等 于 该 路 径 包 围 的 电流 7, 即 
$n .dl= 1 (3—121) 
式 (3 一 121) 称 为 毕 奥 - 沙 伐 尔 定律 。 根 据 环 流 面 密度 的 概念 ,我 
们 可 以 导出 电流 密度 的 概念 , 即 


H* dl 
PH a 
ro0tH 一 lim 去 一 lim 一 人 一 J (3—122) 


式 中 J 了 代表 在 了 扩 沿 n 方 疝 的 电流 密度 。 
安培 定律 可 以 写成 如 下 的 形式 ，; 


及 一 六 又 有 (3—123) 
式 中 B = uF 是 磁 通 量 密度 。A 是 矢量 磁 位 ， 
A 二 对 所 (3 —124) 
了 nh 


式 中 R 是 从 积分 的 电流 元 到 要 计算 A 的 那 点 闻 的 距离 。 
若 体 积 V 内 的 电流 用 电流 密度 矢量 J 表示 , 则 式 (3 一 124) 变 


成 
/Ad 
4A=|| 人 (3 一 125) 
旋 度 的 性 质 
(1]) rot( 和 十 五 ) 二 rotA 十 rotF (3- 一 126) 
证 明 的 方法 与 散 度 相应 的 公式 相似 。 
(2) rot(f4) 一 frotA 十 gradf XA (3 一 127 ) 
式 中 /是 一 可 微 的 标 函 数 。 
证 明 
rots(f A) = (f4) — fA,) 
1 oy 了 z 
_ ia4 af ,94 4 9f 
= /9y ThA, faz 3 
_ (24 341 9f4 al 
=f( 乞 3 ) +4 F324 
= frot.4 十 [gradf x A), 
同样 
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rot (ffA) 一 frot AAA 十 【gradf xX A), 
rot.(f4) 一 frot:4 十 [gradf xX A). 
于 是 
rottfA)= frotA+ (gradf xX A) 
利用 算 子 了 了, 式 (3 一 126) 和 式 (3 一 127) 表 示 为 
VX (AF)= VxXA-YVXxF 《3 一 128) 
VX(A)=/V XA+ TIXA (3 一 129) 
例 3 已 知 a 是 一 常 矢量 , 8== 和 VY’ 十 十 , 试 求 rot(Ra) 。 
解 内 为 
Pa 一 有 (osi a,j + aik) 
一 Ra,i 十 Ra 十 Ra 
而 且 ay4y990; 莉 是 清 数 ,又 z 


dE_ zr gE_y dE_ 2 
ar PR” dy R’ gz FR 
于 是 
9 9 oR oFB 
rot,(Ra) 一 9y Ra:) — 32CRa,s) "soy dy 
21 
一 《= 六 4y Rp FtRX a 
同样 


rotb(Ra) = CR Xa), 


rot.(Ra) = CR x ay, 


这 一 结果 也 可 以 直接 从 旋 度 的 性 质 (2) 得 到 。 由 式 (3 一 129) 
VX (Ra)=RYV Xa VRXa=VRxXa 
义 由 式 (3 一 28) 


于 是 
VX (Ra) = (RXa) 
量 , 试 计算 VX [Cf (CR) Rj，。 


解 ” 由 式 (3 一 129) 
VV XxX (fCRR)= (RV XR+VfICRYXR 
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R= xi 二 yj 十 2k 


中 2 


口 过 好 二 
vx- 交 + ( 侍 - 于 ) + 偿 - 入 ) 


Oz dx 


又 由 式 (3 一 27) 


于 是 


Eh 


168 


df (R) Rn 
2R 


yf1(R) = 
VR X R= RX RI=0 


vy x CCR)RI=0 
试 计算 YY，ta(r)Xx blr)J。 


解 ” 运 用 我 们 在 833*，3 (七 ) 里 所 介绍 的 规则 


Teaxb)—=y* (aXb.)tiVv 。 (a. Xb) 
(TXa)*b— V(bXa.) 
(TxXa)*b—a..(V Xb) 


p(T Xa)—a*(y Xb) (3 一 130) 


现在 用 直接 计算 来 验证 式 (3 一 130)。 
div(a Xb) = 


9 (Ca,b;: — a:by) + 9 (Ca.b; — azb.,) 
9x 9 


+ 9 (dab, 一 dybs) 


pe pe 


fa, Qa on Ad Qa da 
2 一 | 十 zo: | 二». UUy 人 
A 9z ) p,( OZ ) 人 


加 0 oo ) (天竺 ) (3 
a dz Talgz dr TT al\ 37 


berota—a* rotb 


五 ”斯 托 克 斯 定理 


定理 矢量 4 在 闭合 曲线 c 上 的 环流 等 于 它 的 旋 度 经 过 由 
弟 周 线 围 成 的 面 土 的 通 量 , 即 
ba .dR = ) rotA 。 ds (3—131) 
证 明 ”我们 把 曲面 分 成 很 多 很 小 的 面积 元 se:n, 它们 的 周 
线 为 财 合 曲线 ce (图 3 一 18)。 任 取 一 充分 小 的 正 数 4, 和 若 % 足够 
小 , 则 对 每 个 面积 必 有 : 


图 3 一 18 


< Ek 


= A-edR—1otA*s nr. 
SL ck 


| 


中 4 "di 一 TOotA。S 
ck 


< ELSE 
将 不 一 1,2,3,… 代入 上 式 ,我们 可 以 得 到 个 不 等 式 , 相 加 后 
只 剩 下 沿 曲线 < 的 线 积分 , 因为 沿 其 它 各 个 曲线 元 “的 积分 都 相 
互 抵消 了 。 于 是 

] ba edR -一 SrotA 。 Si | < 一 es, 
将 "无 限 增 大 , 而 使 每 个 面 元 都 趋 于 淮 , 则 上 式 左 端 第 一 项 不 变 ， 
左 端 第 二 项 和 以 | rotA ,as 为 极限 。 与 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 特 
斯 基 定理 中 的 情形 一 样 , 右 端 也 趋 于 零 。 因 此 


bP AdR= | rota «as 
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证 毕 。 
斯 托 友 斯 定理 还 有 一 种 形式 , 称 为 矢量 的 斯 托 克 斯 定理 。 今 
B=axXA (3 一 132) 
式 中 a 是 一 溃 撩 量 ,B 是 位 置 矢量 曙 数 。 


. 取 式 (3 一 132) 的 散 度 并 利用 式 (3 一 130) 得 
VB=~—a*V XA (3— ] 33) 
将 式 (3 一 132) (3 一 133) 分 别 代 入 等 式 (3 一 68) 的 两 病 得 


PD ax A nes 一 中 ca CV XA)ar 
Bh 
—a* 和 x 7)de 一 一 Ga，。 iy x A)dr 
因为 a 是 一 任意 党 天 量 , 故 
中 om x as 一 | cv x A)ar (3—134) 
这 就 是 矢量 斯 托 克 斯 公式 。 
例 6 已 知 ACr,y,z) = 二 (1 一 2)yi 十 ze'j 十 zsinzk , 试 计算 面 
积分 i 
| XA.。 ndas 
式 中 s 是 半球 :z= 二 Va 一 +* 一 yy ,nn 具有 正 z 分 量 。 
解 ”由 斯 托 克 斯 定理 
lz x A nds= 中 A dR 


一 (] — 2z)ydz 十 zerdy + rsinzdz 


(3—135) 
式 中 c 是 :的 周 线 。 
在 z= 0 的 平面 上 ,c 是 治 反 时 针 方 回 的 一 圆周 : 
7 十 护 一 4 

将 z 王 0 代入 式 (3 一 135) 得 

[WW xA* ndsG= 中 raz 
设 

y = asint, X= acost (0&9 E27) 

dz = — asintadt 

于 是 
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六 
| VXAewTds 一 | — a’sin’tdt 


:7] — cos2t 
ga| -gt 
| 2 


六 ”斯 托 克 斯 定理 的 推论 
推论 1 势 场 必 为 旋 度 为 零 的 场 (无 旋 场 )。 
证 明 因 A 是 势 场 , 故 


和 二 Vu 
取 任 一 包围 P 点 的 闭合 曲线 c 的 线 积分 , 必 有 
PA.dR=( 
由 斯 托 克 斯 定理 得 
(YXA), 一 1 
因为 上 式 对 任何 方 回 都 成 立 , 所 以 
VX Vu=0 (3—136) 
推论 2 ” 旋 度 为 零 的 场 必 为 有 势 场 。 
证 明 ”者 
VXA=0 


根据 斯 托 克 斯 定理 , A 沿 任 一 闭合 曲线 ¢ 的 线 积分 应 该 等 于 零 , 又 
由 § 3.3 的 定理 2 [ 式 (3 一 44)] 
A= Vu 
由 此 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 : 在 单 连 域内 , 矢量 场 A 为 势 
场 的 充 要 条 件 是 它 的 旋 度 处 处 为 零 。 
推论 3 任 一 一 矢量 场 的 放 度 构成 的 场 才 且 和 开场 即 


(VYV XA)=0 (3 一 137) 
证 明 着 是 一 亲生 而 当 周 线 c 收缩 到 一 点 时 , 由 斯 托 克 斯 
定理 得 
从 cy XA]*ds=0 
由 和 散 度 定义 得 
YY*(YXA)=0 
证 毕 。 


推论 1 任 一 管 形 场 A 都 可 以 表示 成 另 一 矢量 下 的 旋 度 , 即 
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yy，。A=0 
出 | 
A=YXF (3-—138) 
证 明 我 们 选择 一 直角 坐标 系 , 使 ,== 0 ,因此 式 (3 一 138) 
变 成 只 有 两 个 未 知 数 F.Cz,y,z) 和 F(z,y,z) 的 三 个 方程 


oP, gp 
dz gz 
(3—139) 
J 
dz dy 
积分 上 式 中 的 第 二 式 和 第 三 式 得 
F(zr, y, 2)=— | aC, y, 2)d2 十 g(r, Y) 
*D (3——1]140) 


Hr 


pz, y, 2) — | 4c， y, z)dz | hr, y) 


式 中 g(x,y) 和 (x, 是 zx,y 的 得 定 消 数 。 将 式 (3 一 140) 代 入 
式 (3 一 139) 中 的 第 三 式 得 


Fad, 3ag [ah oR 
3 六 dz 十 37 Oy dd 9y 一 一 A,(z,， 站 2 ) 
(3—141) 
区 
34, ,9h 94: 
V AT Tay to 
所 以 
~ [24 2h) [aps = _ 
| (每 十 3y dz 一 本 3 dz = A.(x, y, 2) A:(x, Y, zo ) 
(3—142) 
将 式 (3 一 142) 代 入 式 (3 一 141) 得 
9g oh 
or 9y ™ :lz yj， 2 ) (3 143) 
邻 二 0 , 则 
1 一 | 4cz， i，, Zo jadr 
令 g 一 0, 则 


¥ 
+ 一 一 | 4 ff Zo) dy 
因此 ,只 需要 下 具 有 如 下 的 形式 : 


r= Eke zy dz lit 一 | 4cr; yy, ZI)Aa2 


一 所 


= 性 ~ 


十 | a, 7 ， -=)dz | (3— | 44) 
或 
: g 
Fr 一 ene y，2)dz 一 | 4cr， 1 ， dy | 
一 | 4 7， dz | (3—145) 
风 
A= VXF 
证 举 。 


8 3.7 了 工 次 微分 运算 及 若干 应 用 
一 ”基本 的 二 次 微分 运算 
V9，V。，A,VXA,A' VY 等 称 为 一 次 微分 运算 。 因 为 
Vm 和 VvV XA 是 矢量 , 我 们 可 以 对 它们 作 散 度 和 旋 度 的 运算 ,于 
是 又 出 现 了 四 种 运算 ;: VVp), VX (Vp),Y，(YV XA4)， 
VX (VY XA); 而 VY，A 是 标量 ,只 能 对 它 进行 梯度 运算 :VY (Vv 
.A)。 
以 上 五 种 是 基本 的 二 次 微分 运算 。 前 面 我 们 已 经 讨论 过 了 其 
中 的 三 种 : 
VX (V9)=0 
V.*(VXxXA)=0 
YY。(V9) 一 0 一 .10 
下 面 再 继续 讨论 剩 下 的 两 种 运算 ,我 们 先 写 出 络 东 ,然后 进行 
证 明 。 
VX(vV XA)=Y(V .A)—AA (3—146) 
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了 YI(Y，A) 一 YX(YXA) 十 AAA (3 一 147) 
只 要 证 明了 式 (3 一 146) , 移 项 即 可 得 到 式 (3 一 147 ) 。 
证 明 ”我 们 先 来 计算 Y xX(CVY XA) 在 z 轴 的 分 量 ; 


[YX(CY x 4)]: 一 区 (Y x 4) 一生 C(V XA), 


9 所 (给 一 94, 一 dq A 一 人 


oy ax By gz \ 9z 9x 
= (了 一 (人 年 ) 
~ \dyar 9z97 ay pp 


在 等 式 右 端 加 减 93:4/az: 后 得 
[FX (YD x A)), = ($4 十 十 人 


drdy azd9z 
(天 9 4， 9 4A, :) 
adr ay dz’ 
g 
一 了 YY A A4, 
同样 
LV X(Y X A)),= -VY *A—44, 
(CVX (VY Xx A)). = 元 V A 一 44， 
所 以 


Vx(V XA)=[YV Xx (V XxX Ai [CV X (Vv XxX AD) 
+ (CVX (VY Xx A)).k 
VV(V*A)—AA 
证 毕 。 
二 ”格林 公 王 
设 p 和 YY 是 在 域内 具有 连续 二 阶 导 数 的 两 个 标 函 数 , 我们 
可 以 作 一 新 矢量 


A=gpVy (3—148) 
根据 散 度 的 性 质 (2) 
VA—=V* (PV)=9V* V+ Vo* VY 
=pip+ Vop* Vy (3—149) 
应 用 高 斯 公式 


| V Ady = 由 A nds 


式 中 A。n 根据 式 (3 一 13) 并 考虑 到 关系 式 (3 一 148) 应 为 
A. n = 9 (3 一 150) 
将 式 (3 一 149) 、(3 一 150) 代入 式 (3 一 68), 我 们 就 得 到 格林 的 第 一 
公式 
Wve vo oper =boe -isn 
将 式 (3 一 151) 中 的 pg 和 的 位 置 吾 换 得 
| Cigp+ Vp»*， Vo)dr = ty3Pas (3— 152) 
用 式 (3 一 151) 减 去 式 (3 一 152) 便 得 到 格林 的 第 二 公式 ， 
Ww vaner = (se ya Ye Ga 
当 g 一 多 时 ,由 式 (3 一 151) 便 得 到 格林 的 第 三 公式 : 


| pay t+ (Vp) Jd = 遇 p3S2ds (3 一 154 ) 
若 wo = 1, 则 式 (3 一 153) 变 成 
| Ayady 一 出 了 ds (3—155) 
若是 一 个 调和 水 数 , 妈 4y 二 0 , 则 式 (3 一 155) 变 成 
Ph as -0 (3—156) 


对 于 矢 其 场 的 问题 ,还 有 一 个 很 有 用 的 矢量 格林 公式 ,人 它 可 以 
仿照 标量 的 格林 公式 (3 一 153) 导出 。 设 PP 和 Q 是 在 域 D. 内 具有 
连续 二 阶 导 数 的 两 个 矢 函 数 ,我 们 作 一 新 和 撩 基 : 

4 一 QXxYxP 一 PxYyxQ (3 一 157 ) 
取 式 (3 一 157) 的 散 度 并 利用 式 (3 一 130) 的 关系 得 
VA=Y*[QXxXYXP}—-V*(PXYXxQ) 
=P.fVYX (VY XQ)I—Q.:[YX (YY XP)) 
应 用 高 斯 公式 (3 一 68) 得 


用 .cvxcvxoo-oe' cxCyxPDi 


= 中 Cex (V xXxXP)—PX (VYV XQ))* nds 


(3—158) 
式 (3 一 158) 就 是 我 们 要 求 的 矢量 格林 公式 。 
三 ”更 电荷 系 的 能 量 计算 
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般 电场 是 一 个 势 场 ,电场 强度 刁 与 电位 函数 wm 之 问 的 关系 为 
有 一 一 VD 
看 电场 是 由 位 于 原点 的 一 个 点 电荷 9 所 产生 , 则 电位 函数 为 


_ d 
darelR| 
作用 于 电荷 9; 上 的 力 等 于 


FnE= uv (Tie) 
现在 我 们 来 计算 将 电荷 % 从 无 限 远 处 移 至 某 一 位 里 PCR) 所 
需要 的 功 。 此 功 应 该 等 于 当 电荷 由 已 点 移 到 无 限 远 处 时 力 严 所 
作 的 功 , 即 


tt” 一 FeaR=—g|vl 
1 


的 


9 1. 
rz dk 


一 Te RT (3—159) 

所 得 的 功 可 称 为 两 电荷 的 位 能 。 

对 于 一 个 由 位 于 人 各 点 的 电荷 4194104 所 组 
成 的 电 栓 系 来 说 , 它 机 

一 也 Dn Rr (3 一 160) 

式 中 | Ra| 是 P, 与 Pi 两 点 间 的 距离 。 因 为 i 和 k& 对 于 所 有 的 电信 
都 只 计算 一 次 ,而 在 和 式 里 i 和 上 & 的 组 侣 要 员 到 两 次 , 故 在 式 (3 一 
160) 中 应 该 取 系 数 1/2。 

在 PP 点 的 电位 为 


ft 加 
211RT (3 一 161) 
式 中 |R | 是 PP 后 到 PP 点 的 距离 。 
在 电荷 为 9 的 忆 点 , 除 % 外 其 余 的 电价 在 已 总 产生 的 电位 为 
m= 9(P) = >) Te ( 3— 162) 
xk 


式 (3 一 162) 中 的 和 式 上 加 一 撤 表 示 求 和 时 应 该 除去 二 i 的 值 。 
我 们 把 式 (3 一 160) 改 写成 


-32 (i) 53) 


$0 


条 32 仆人 信 开 (3 163? 得 
] 
W 一 让 Dow (3 一 164) 


当 电荷 是 连续 分 布 在 某 一 体积 并 内 时 , 设 电 谷 密 度 为 p, 在 体 
积 元 dr 内 的 电荷 为 pdy ,在 该 体积 元 内 的 电位 为 p, 则 式 (3 一 164) 
变 成 了 积分 形式 : 

1 


WW 一 兴 | Dopod (3 一 165) 


因为 在 体积 上 以 外 的 电荷 密度 pp 一 0， 所 以 式 (3 一 165) 可 以 
写成 如 下 形式 : 
| 
W = 序 上 ppd (3—166) 
式 中 V' 是 包括 体积 7 在 内 的 任意 一 个 体积 。 
将 式 (3 一 71) 代 入 式 (3 一 166) 得 
Ww -二 ||， (DT 。D)eodr (3—167) 
又 利用 散 度 的 性 质 (2) 得 
.Vv (oD)=owV :D+D.: Vo 
妇 ] 
DY 有 一 YY CODD) 一 有 。YVD 
将 上 式 代 入 式 (3 一 167) 得 
HW = 吉 [CV * (wD) jadar 一 方 LD * VV oa 
(3 一 168) 
利用 高 斯 公式 (3 一 68), 式 (3 一 168) 中 的 第 一 项 可 以 用 wD 在 
包围 该 区 域 的 闭合 面 s 上 的 面积 分 代替 。 右 取 s 为 一 球面 ,其 半 
径 为 RR, 使 RR 趋 于 无 限 大 并 设 各 电荷 之 间 的 距离 为 有 限 仁 , 由 于 9 
正比 于 1/R ,DD 正比 于 1/R ,球面 积 s 正 比 于 ,因此 当 无 限 
增 大 时 ,面积 分 将 趋 于 零 , 即 
| VV »， (wmD)dr = 出 ， yp 。 dsS 一 0 
于 是 式 (3 一 168) 恋 为 


z 一 一 于 | (PD. Vo)ar = 到 | (D» E)dy 


(3—169) 
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式 中 的 积分 区 域 包括 了 整个 空间 。 
式 (3 一 169) 表明 , 能量 存 在 于 电场 里 , 每 个 体积 元 履 内 包含 
的 能 量 为 
dd 并 ”一 一 万， 五 CT (3—170) 
单位 体积 内 包含 的 能 量 为 
w=5D*E (3—171) 
式 中 ww 称 为 能 量 密度 。 


3 3.8 ”用 殉 斯 书 方程 组 
前 面 讨论 过 的 静电 场 和 恒定 电流 所 产生 的 磁场 都 是 属于 稳定 
场 , 它们 都 不 随时 间 而 变化 。 现 在 我 们 来 讨论 关于 交 变 电磁 场 的 
基本 现象 :变化 的 磁场 会 产生 电场 ,而 变化 的 电场 又 会 产生 磁场 。 
定量 描述 这 种 现象 的 公式 称 为 麦克 斯 韦 方 程 组 。 
完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 包括 如 下 的 七 个 方程 : 


vV XH=J+ 字 (3—172) 
vxE=— 字 (3—173) 
Vy.D=p z (3—174) 
vy.B=0 (3—175) 
D=eE (3— 176) 
B= /五 (3—177) 
J=oE (3—178) 


根据 以 上 的 麦克 斯 韦 方 程 组 的 微分 形式 很 容易 导出 它 的 积分 
形式 。 我 们 分 别 将 式 (3 一 174) 和 (3 一 175) 对 体积 VY 积分 并 应 用 

高 斯 定理 得 
pp 。ds 一 [par (3—179) 

和 和 
pB 。ds=0 (3-—180) 
方程 (3 一 179) 是 我 们 熟悉 的 电学 高 斯 定律 的 积分 形式 [ 见 式 
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(3 一 69)], 当场 是 时 间 的 函数 时 , 我 们 可 以 这 样 来 理解 ,在 某 一 时 
刻 从 闭合 面 s 流出 的 通 基 等 于 在 该 时 刻 闭合 面 所 围 成 的 体积 内 的 
电荷 。 
方程 (3 一 180) 表 明 , 磁场 的 面积 分 ( 即 从 闭合 面 * 流 出 的 总 磁 
通 量 ) 在 任何 时 候 都 等 于 零 。 这 说 明 自 然 界 里 不 存在 磁 荷 。 
我 们 再 分 别 用 式 (3 一 173) 、(3 一 172) 对 曲面 s 积分 并 应 用 斯 
托 克 斯 定理 得 
9 
PE. d=—B|| Bas (3—181) 
和 
bH = dl = | * ds 十 于 | DP * ds (3—182) 
方程 (3 一 181) 是 法 拉 弟 电磁 感应 定律 , 它 表 明 电 场 强 度 沿 闭 
合 路 径 的 线 积 分 (电动 势 ) 等 于 穿 过 该 路 径 的 磁 通 对 时 间 变 化 率 的 

负 值 。 

”方程 (3 一 182) 是 普遍 化 了 的 安培 定律 , 亦 称 为 麦克 斯 韦 ~ 安 
培 定 律 , 它 包括 了 麦克 斯 韦 的 位 移 电 流 项 。 该 方程 表明 ,磁场 强度 
沿 闭合 路 径 的 线 积 分 ( 磁 动 势 ) 等 于 穿 过 该 路 径 的 电流 (包括 传导 
电流 和 位 移 电 流 )。 

仔细 观察 麦克 斯 韦 方程 组 (3 一 172) ~- (3 一 175) 就 会 发 现 , 方 
程 (3 一 175) 可 以 从 方程 (3 一 173) 导出 ,为 此 我 们 作 式 (3 一 173) 的 
散 度 得 


oaB 


- 守 )= 到 ( * B) 


vV.(vVXE=v.( 
由 式 (3 一 137) 
VY.(vVXE)=0 
故 
-人 (VB)=0 
令 对 时 间 的 积分 常数 等 于 零 , 则 
yy.B=0 
由 于 这 个 原因 , 有 时 把 式 (3 一 172) ~ (3 一 174) 称 为 麦克 斯 韦 
的 独立 方程 ,而 把 式 (3 一 175) 称 为 非 独立 方程 。 
作 式 (3 一 172) 的 散 度 并 考虑 到 关系 式 (3 一 137) 得 
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加 2D _ 
:YYxBH)=Y.(I+ 守 )=0 
Hl 
| 
VY = 一 atv 万 ) 

将 式 (3 一 174) 代 入 上 式 得 

.J— 4p 

v.11=— (3—183) 


此 由 为 我 们 在 $3.5 里 导出 过 的 连续 性 方程 (3 一 107)。 

在 求解 电磁 场 的 微分 方程 时 ,我 们 经 常 利用 位 函数 作为 工具 。 
位 函数 只 是 在 求解 过 程 中 有 用 ,在 结果 里 并 不 出 现 。 在 静态 场 里 ， 
我 们 引入 了 标 函 数 g (电位 ) 和 矢 顶 数 4 ( 磁 位 ) ,利用 某 种 形式 对 
位 疯 数 求 导 即 可 得 到 场 强 的 表达 式 。 在 交 变 电磁 场 里 , 我 们 也 可 
以 找到 更 一 般 的 位 函数 , 这 种 位 函数 是 用 交 变 电荷 和 交 变 电流 表 
示 出 来 。 但 是 ,在 交 变 场 的 情况 下 ,电场 不 能 单独 用 一 标 电 位 的 榜 
度 来 表示 , 如 能 这 样 , 则 电场 强度 的 旋 度 必定 为 零 , 实际 上 电场 强 
度 的 旋 度 应 该 等 于 一 9B/9t 。 同 样 , 电场 强度 也 不 能 单独 用 一 矢 
量 磁 位 来 表示 , 如 能 这 样 , 则 电场 强度 的 散 度 必定 为 零 , 实际 上 电 
场 强 度 的 散 度 应 该 等 于 p/e 。 

在 交 变 电磁 场 的 情况 下 ,和 磁 通 密度 的 散 度 等 于 零 , 因 此 可 令 

B=yYxA (3—184) 

式 中 A 是 菜 一 矢量 磁 位 。 / 

将 式 (3 一 184) 代 入 式 (3 一 173) 得 


了 x |E+ 呈 | -0 (3 185) 
根据 式 (3 一 136) ,我 们 可 令 
3A 
二 十 二 7 一 Vo 
和 
E=— yp— (3—186) 


由 此 可 见 , 在 交 变 场 的 情况 下 ,电场 可 以 用 一 个 和 拓 性 位 A 和 
一 个 标 位 w 来 表示 。 将 式 (3 一 186) 代 入 式 (3 一 174) 得 
-Jp 一 人 (VA)=2 (3—187) 
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再 将 式 (3 一 184) 和 式 (3 一 186) 代 入 式 (3 一 172) 得 


7xVvxa=M+d-y( 肥 ) 一 


of 
利用 式 (3 一 146), 上 式 变 成 
口 A 


FA (PY ,ea 
V(YVYV*，A)— VA=y4yJ wev (Pe) ET 


(3- 一 188) 
应 当 指 出 , 在 式 (3 一 184) 里 , 我 们 只 规定 了 矢量 磁 位 4 的 旗 
度 , 这 还 不 能 完全 确定 矢量 A, 要 在 某 一 体积 广内 唯一 确定 一 个 
矢量 A, 必 须 具 备 以 下 三 个 条 件 : 
(1) VXxXA=0 (3 一 189) 
(2) VYV，。A= 二 有 (3—190) 
(3) A 在 包围 域 D 的 界面 s 上任 一 点 了 的 法 线 分 基 为 已 
知 , 即 


A, = f (P) (3 一 191) 
证 明 假设 在 体积 上 内 有 两 个 矢量 A, 和 4;, 满足 如 下 的 条 
件 : 
We 一， 
Vv XX A 一 《> 
YY *。 A, 二 / 
VX A,=G 
在 体积 FF 的 弄 面 s 上 
4, = f (P) 
A,, = f(P) 
今 
Fo= A,— A, 


则 在 体积 VV 内 . 
YeeF=YVY*， AI 一 。 A, 二 一 二 0 


YXxXF=YXA.—YyYXA,=G—G=0 


由 斯 托 克 斯 定理 的 推论 (2) 得 
有 一 VD (3 一 192 ) 
了 YY。 太一 YYVy 一 YY 一 | (3 一 193 ) 
在 s 面 上 


bp, = A;— A =fP)—f(P)=0 
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因此 


ap _ ony 
了 一 0 (3— 194) 

将 式 (3 一 193)、(3 一 194) 代 入 格林 第 三 公式 (3 一 154) 得 

Cv)ar 一 0 

所 以 
Vop=0 

代入 式 (3 一 192) 得 

: F=0 


因此 A, 和 人 AA， 必 是 同一 矢量 。 
根据 上 述 的 讨论 ,为 了 唯一 地 确定 天 量 磁 位 4, 我 们 再 规定 


9 _ 
VYV。A= He (3—195) 
把 式 (3 一 195) 代 入 式 (3 一 187) 得 
; 99_ 0 
Vi’g Jer = , (3—196) 
再 将 式 (3 一 195) 代 入 式 (3 一 188) 得 
vi 一 xc 一 — 1J (3—197) 


式 (3 一 196)、(3 一 197) 表明 ,位 通 数 gpg 和 A 可 以 由 电 傈 密度 
Pp 和 电流 密度 J 确定 。 
如 果 对 时 间 的 导数 为 零 , 即 为 稳定 场 的 情况 , 则 式 (3 一 196)、 
(3 一 186)、(3 一 197)、(3 一 184) 简 化 成 
vip 二 一 上， E=~— V9 (3 一 198) 


£ 
VA=— Jj， ByVyxA (3—199) 
式 (3 一 198) 《3 一 199) 即 为 静态 场 的 关系 式 。 
当 p 和 J 等 于 零 时 , 式 (3 一 196) 和 式 (3 一 197) 变 成 


Vip — ke = 0 (3—200) 
V:4 一 peS 人 一 0 (3 一 201) 


式 (3 一 200)、(3 一 201) 一 般 称 为 波动 方程 。 
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3 3.9 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 不 变性 

在 结束 本 章 之 前 ,我 们 来 证 明 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 定义 与 所 选 
择 的 坐标 系统 无 关 。 下 面 证 明 梯 度 的 不 变性 。 关 于 散 度 和 旋 度 的 
不 变性 ,可 以 仿 此 证 明 。 

由 梯度 公式 (3 一 78) 

tp fas= | var (3 202) 

因为 fds 并 不 决定 于 所 选择 的 坐标 系 , 设 (了 ), 是 在 新 坐标 系 里 
的 梯度 , 式 (3 一 202) 左 端 仍 然 不 变 , 故 


vpuar = vr 


vi Dr =0 (3 一 203) 
式 (3 一 203) 对 于 任何 体积 都 成 立 , 故 .4f 应 等 于 (U) 因为 如 
果 在 体积 1 内 某 一 点 的 (Vf 有 ,不 等 于 Vf, 则 我 们 可 以 围绕 该 点 
作 一 很 小 的 体积 , 在 此 体积 内 使 Y1 一 (VY1 不 等 于 零 并 且 保 持 
同样 的 正 仙 导 ( 由 于 偏 叶 数 是 连续 的 ), 于 是 对 这 个 体积 的 积分 : 
| Evi CPDYar #0 
与 式 (3 一 203) 相 予 盾 , 故 


中 


vV/= (VvV), (3— 204) 
证 毕 。 
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第 四 章 曲线 坐标 系 


矢量 运算 的 主要 优点 之 一 是 没有 参考 任何 具体 的 坐标 系 , 而 
矢量 的 坐标 表示 式 却 随 不 同 的 坐标 系 具 有 不 同 的 形式 。 在 第 三 章 
里 ,我 们 已 经 详细 地 讨论 过 在 直角 坐标 系 里 的 各 种 微分 运算 问题 ， 
但 在 实际 应 用 中 ,只 使 用 直角 坐标 系 是 不 够 的 ,还 需要 使 用 其 它 的 
坐标 系 。 

本 章 的 主要 内 容 是 讨论 坐标 系 的 一 般 特性 ; 在 曲线 坐标 系 里 
的 梯度 、 散 度 和 旋 度 等 微分 运算 和 实际 使 用 的 各 种 正 交 曲 线 坐 标 
系 。 


”834.1 曲线 坐标 系 的 一 般 特性 
一 ”坐标 系 的 变换 
设 ww ,ww 是 一 个 新 的 坐标 系 , 在 空间 域内 , 新 坐标 系 与 直 
角 和 坐标 系 间 之 关系 为 
= f(x, Jj, 2)， u = [f(x,y, >) 
u = f;(7,， 1， 2) (4—1) 
或 简写 成 
ua = f(x, i ， Z) i 二 1， 2,3 (4—2) 
奋 fi 在 域内 有 连续 的 一 阶 导 数 ,并 且 在 任 一 点 了 (z,y,:) 满 
足 茶 件 ，: 
Ar dy dz 


dl ousu) lo ou Di 


da(ry byz) jgor dy gz 六 (4 一 3) 
oz dy oz 


则 由 式 (4 一 十 或 (4 一 2) 可 以 上 唯一 地 解 出 z,yz。 式 (4 一 3) 称 为 雅 
可 比 行列 式 或 函数 行列 式 。 
J4 


由 陈 (64 一 1 可 解 出 Tt, <, 即 存 在 项 数 P19 Pi Pi ,使 得 


rr— {nn,u, 4), y= p(w, ,du) 
= (uu ) (4—4) 
式 中 gp,,p;,8; 在 域内 也 具有 连续 的 一 阶 导数 ,并 且 
I(T, y,) 


dO, ue, du:) 0 《4 一 >) 


根据 雅 可 比 行列 式 的 性 质 : 


QU or Y 2) 
Or Ys 2) QU vu, Ww) = | (4—0) 


方程 (1 一 1) 称 为 坐标 变换 式 , 而 方程 (4 一 人 4) 叫 坐 标 道 变换 式 。 
式 (4 一 6) 表明 , 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 和 它 的 逆 变 换 雅 可 比 行 
列 式 互 为 倒数 。 在 式 (4 一 1) 定义 的 坐标 系 里 , 设 P, 点 的 坐标 为 
(us uu ) ,NM 
fry =, fr 2) = 
filx,y, 2) = (4—7) 
式 (4 一 7) 代表 通过 ,点 的 三 个 曲面 (图 4 一 1), 它们 是 在 PP 


图 4 一 1 


点 相交 的 三 个 坐标 面 , 与 直角 坐标 系 中 的 x 二 xz6,8 一 ,2 二 的 
坐标 平面 相对 应 。 这 里 的 (x4, 名 ,24) 表示 P, 点 的 直角 坐标 。 

显然 , 任何 两 个 坐标 面相 交 成 一 条 曲线 , 此 曲线 称 为 坐标 曲 
线 。 例如，f.Gz,y,2) = 二 友和 f(x,y,2) 三 ww 的 两 个 坐标 面相 区 的 
曲线 只 有 w 能够 变化 , 故 称 为 w 坐标 曲线 , 简称 ww 曲线。 同样 可 
以 定义 出 ww 曲线 和 ww 曲线 ,如 图 4 一 1 所 示 。 

二 ”、 西 矢 量 和 互 多 矢量 
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假定 R 表示 坐标 晨 点 到 P(z,y*z) 点 的 位 置 失 量 , 它 是 曲线 坐 
标 (ww ,ww ) 的 函数 , 即 
Rew, wy HH) = a Wi 二 wu, ue, wu)j 
二 plu ou, uk (4—8) 
在 设 妆 一 ci 下 一 c(c 和 后 均 为 常数 )， 则 矢量 函数 RG ,ee) 
代表 w 曲线 , 偏 导 数 和 7 代表 该 曲线 的 切线 矢 基 。 同 样 ，3R/arv 
和 9 及 /oz 分 别 代 表 ww? 和 ww 曲线 的 切线 天 其 。 
因为 和 矩阵 和 它 的 转 皮 矩阵 具有 相同 的 行列 式 , 根据 雅 可 化 行 
列 式 和 三 个 天 其 的 混合 积 定义 可 得 
A(x, ¥, 2) = .x0 (4—9) 


Ow PP) Di ai 
因此 , 坐标 曲线 的 三 个 切线 矢量 9R/au ，9R/9wu* 和 9R/9wi 不 共 


面 ,它们 可 以 构成 一 个 基础 系 ( 或 称 为 基底 系 ) 。 矢 量 


du " C2 du 和 Di 
代表 与 P 点 有 关 的 酉 和 拓 其 ( 或 称 为 基 矢 其 )。 
以 后 , 我 们 规定 坐标 曲线 ,ww ,wi 使 西 失 量 a,,a,,a;( 按 此 顺 
序 ) 形成 一 个 右手 法 则 系统 , 这 将 意味 着 雅 可 比 行列 式 
DC)71a(C0 2) 在 空间 域 D 内 是 正 的 。 
由 于 R 是 曲线 坐标 ww ,ww 的 图 数 , 故 
dR = Sdu 十 du 十 5 
将 式 (4 一 10) 代 入 式 (4 一 11) 得 
dR 一 ad + adu: + asdu’ (4—12) 
注意 ,本 天 其 aaa 不 一 定 是 单位 矢量 ,它们 的 方向 代表 在 
P 点 的 坐标 曲线 切线 方向 并 随 P 点 的 位 管 变 化 而 变化 , 它们 的 大 
小 决定 于 曲线 坐标 的 性 质 。 这 是 曲线 坐标 和 直角 坐标 之 间 的 根本 
区 别 。 
二 个 基 天 量 ea，as: 形成 了 一 个 平行 六 面体 。 其 体积 为 


Vs=a* (ay X as) 一 0 “ (ca Xa)=a* (a X a,) 
(4 一 13) 
根据 式 (4 一 13), 我 们 又 可 以 定义 出 三 个 新 的 矢量 ae: ， 
它们 与 Ql, 00 之 则 的 关系 为 
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(4—10) 


Oi 


du (4—11) 


a = (a X a;), a' = (a xX al) 


= 六 (a X ay ) (4—14) 


式 《4 一 14) 表明 , 新 定义 的 a,a',a’ 分 别 恰 直 于 由 (a;,a;)， 
(aa)，(aya) 所 决定 的 平面 。 - 

注意 , 西 和 撩 量 a, 并 不 一 定 垂 直 于 (aya:) 所 决定 的 平面 ， 因此 
a 与 a' 并 不 一 定 同 同 。 同 样 , a 与 oa 与 @ 也 不 一 定 同 问 。 

如 果 用 西 和 撩 其 a; 点 乘 式 (4 一 14) 的 各 个 等 式 , 则 得 可 能 组 成 


的 全 部 标 积 @， ai 的 形式 。 例 如 ,用 a 点 乘 式 (4 一 14) 第 一 式 得 
) 人 LE Xa; 


I "a "aml 


用 a, 点 乘 式 (4 一 14) 第 二 式 得 


于 是 
z 1 1 =) 
di a = 6,= { | (4—15) 


若 用 a' 又 乘 式 (4 一 14) 第 二 式 , 则 得 


a Xea 一 人 x 


一 广 Cas(a: “a)—al(a 。a;)) 


考虑 到 式 (4 一 15), 上 式 变 成 
同样 
qa;=V (a Xa’) 
d=V(a Xa) (4—16) 
a=V(a Xa) 
由 方程 (4 一 13)~(4 一 16) 联 系 起 来 的 两 组 不 共 面 矢量 称 为 互 
易 系 统 。 矢 量 组 ,ea 称 为 互 易 矢量 。 它 们 与 西 和 撩 量 a ,ai,a， 
同样 可 以 组 成 一 基础 系统 。 
若 用 互 易 西 矢量 a' ,ea 作为 基础 系 , 则 位 置 和 撩 量 R 的 微分 
变 为 
dR = a'dw 十 alt a'du; (4—17) 
式 中 dw,dw,dwu 是 dR 在 新 基 矢 量 a',a’,ai’ 方 同 的 分 量 。 
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由 方程 (4 一 12) 4 一 17) 得 
dR 一 Saduw 一 > (4 一 18) 


i 二 1 


依次 用 a' 与 aj 点 乘 式 (1 一 18) 并 考虑 到 式 (1 一 15) 的 关系 ,我 们 便 
得 到 dR 在 两 个 互 易 系统 中 各 个 基 矢 量 方 向 分 量 之 间 的 关系 


可 
du, 一 > a; 。 oa | 
1 二 1 


3 (4—19) 
du = > ia: . | 
标 积 ou。a, 和。a: 习惯 上 用 下 述 符 续 表 示 : 
9 一 0 一 0 (4 一 20 ) 
所 一 和 0 一 9 (4 一 21) 


因此 式 (4 一 19) 变 成 


3 


du -一 > god 


= | 


du 一 人 >195du 
把 式 (4 一 22) 代入 式 (4 一 18), 我 们 得 到 西 和 失 基 与 互 易 矢 量 之 则 的 
关系 : 


(4—22) 


ai 一 > ga, 
入 虽 (4—23) 
Ci 一 Yjg9y0! 
三 ” 逆 变 矢量 与 协 变 天 量 
若 秋 其 下 在 基 矢 其 a.,as,a; 系统 中 的 分 量 为 广 , 亡 , 广 , 印 
上 上 一 六 ai 十 六 ca 十 扩 aa 一 > Fa (4—24) 


则 /',f*,f* 称 为 矢量 F 的 逆 变 分 量 , 而 矢量 一 ja, 称 为 道 变 


矢量 。 
若 酉 矢量 ai ,aya 的 互 易 矢量 为 a ,a',a*， 矢量 下 在 互 易 矢 
其 a ya ,a 系统 中 的 分 基 为 EE ,有 


F=fia tf tfa= >,fa (4—25) 
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则 ,fi,f; 称 为 拓 量 下 的 协 变 分 量 , 而 和 拓 基 下 一 > fm 称 为 协 变 
矢量 。 
在 直角 坐标 系统 里 , 矢 基 的 首 变 分 基 与 协 变 分 芋 是 一 致 的 。 
根据 式 (4 一 22)， 九 和 了 的 关系 为 


,= De, 三 一 Se, (4—26) 


1 二 1 


用 a 点 乘 式 (4 一 24) 并 考虑 到 关系 式 (4 一 15) 得 


F ea =~ f' (4—27) 
同样 ,用 a, 点 乘 却 (4 一 25) 得 
Fe.a)=f, (4—28) 
把 式 (4 一 27)、 (4 一 28) 分 别 代 入 式 (4 一 21)、(4 一 25) 得 
F = Sr -aa 一 SGF aa (4—29) 


4 一 上 


前 已 指出 , 西 矢量 的 长 度 决定 于 上 曲线 坐标 系 的 性 质 ,我 们 按 下 
式 定义 一 组 单位 矢量 ， 


0 《3 
1 一 二 一 一 (4—30) 
~ O° a; (33 


捍 位 矢 其 计 与 a; 方向 相同 。 矢 其 下 用 单位 矢 其 表示 为 


下 一 下 十 于 Fi, (4 一 3 ) 
使 式 (4 一 31) 与 式 (4 一 24) 相 等 并 考虑 到 关系 式 (4 一 30) 得 
。 _ 
oii 
BB 
F,= ~ gaf (4 一 32) 


四 “ 度 规 系 数 
位 和 天 量 的 做 分 4 人 代表 从 PC ,uu) 点 到 相 邻 点 (2 十 人 
十 duit 十 du) 的 无 限 小 位 移 量 ,其 大 小 我 们 用 we 表示 ,于 是 


ds 一 《RR，dR 一 3 Sa * ajdu'du’ 


1t 二 17 二 1 


一 > ° a dudu; (4—33) 


用 式 (4 一 20)、 (4— 21) 的 符号 代入 式 (4_33) 得 
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23 = Poa dy’ 一 Dra du; ( 4—34) 


式 中 95 和 1 通称 为 曲线 坐标 系 4 :和 它 的 互 易 坐标 系 ui 的 空间 度 
规 系数 。 
正面, 我 们 来 计算 在 曲线 坐标 系 里 的 线 元 .面积 元 和 体积 元 的 
公式 。 
在 式 (4 一 12) 中 令 
dS; 一 ad ds, ~ asdu’, ds,; = asdu’ (4—35) 
它们 分 别 表示 沿 w 曲线 、w 曲线 、w 曲线 在 P 点 的 无 限 小 位 移 
量 ，。 
zs = ds | = /ridu 
ds; = |ds,| = gudu (4—36) 
ds;= |ds;| = Vgudu: 
式 中 ds CdS ,a5 分 别 表示 在 Plu sau su ) 点 洛 a 曲线 ， 2 曲线 ， 2 
曲线 的 无 限 小 位 移 量 。 
我 们 在 图 4 一 2 里 画 出 了 一 个 由 w 曲线 和 ww 曲线 在 ww 面 上 
围 成 的 一 个 平行 四 边 形 面积 元 ,其 大 小 为 
dA = |ds, X ds,| = |a; X a|dvdv 


= (a X a) *。 (a;X Qa;) du du (4—37) 


由 矢量 恒等式 ; 、 
(aXb)* (cxXd)= (a*c)(b*d)— (a*d)(b*ce) 


(4—38) 
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式 中 a, b,c,d 是 四 个 任意 的 天 量 。 式 (4 一 37) 根 式 里 的 点 积 可 以 


变 成 
(as Xa)* (a Xa) 一 (aa aa a)— (as* a)(a,* a) 
一 9V2293 一 92 《4 一 39) 
这 样 , 在 w 表面 上 的 面积 元 为 
dA 一 A 9120933 一 gidu du (4— 40) 
同样 ,在 炎 面 和 w 面 上 的 面积 元 为 
dA,= ~v 330911 一 gnudu'dau' (4—41) 
dA, = ~v 1022 一 gizdu du (4—42) 


由 坐标 面 围 成 的 平行 六 面体 的 体积 元 为 
dV = 二 ds, * ds, Xds,=a,* a, X adv du du (4— 43) 
a Xa;= (a *a: Xa)at (a’* a; X a;)a, 


十 (a » ad,X ad;) a (4—44) 
用 a 点 乘 式 (4 一 44) 并 利用 式 (4 一 13) (4 一 14) 消去 ala:ya: 得 
dl 


0 。， a;X 03 一 * {(a, Xa;* a, X a;)a 


Ge ad: Xa; 


二 (as Xa* a Xa)at (a X a,* a X a,)a:) 


(4—45) 
将 圆 括号 内 的 量 按 式 (4 一 38) 展 开 并 排列 成 


(al 。 as Xa)’ =a*al(a,* a)(a. a) 
— (a:* qa;) (a;* ai)) 
ar*at(a* qa)(as* a) 
一 (a:* qa)(a,* a,)) 
Tae allar* a)(a;* a:) 


(a, ' i) (a ' a ) ) (4 一 -46 ) 
若 将 式 (4 一 46) 中 圆 括号 内 的 标 积 用 gi 代替 , 则 式 (4 一 43) 表 
示 的 体积 分 简化 成 


dV = gqg du dudw (4—47) 
式 中 
gy J: 93 
g 一 21 4122 0 23 (4—48) 
ga Yaz #33 : 
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只 要 在 式 (4 一 36) (4 一 40) 一 (4 一 42) 和 式 (4 一 48) 中 用 六 代 
替 9, 即 可 得 到 在 互 易 系 统 里 的 线 元 .面积 元 和 体积 元 的 表示 却 。 

从 以 上 的 讨论 可 知 , 曲线 坐标 系 的 空间 几何 等 性 完全 由 上 度 规 
系数 9 表征 ,因此 讨论 曲线 坐标 系 的 一 个 重要 问题 是 如 何 确定 这 


在 直角 坐标 系 里 , 度 规 系数 为 
9 一 4 了 7 (4— 49) 
”0 i 
根据 直角 坐标 系 坐标 平面 的 正 交 性 和 互 易 西 矢量 的 定义 式 (4 一 
14), 西 和 撩 量 和 互 易 西 矢 量 是 相同 的 ,习惯 上 用 i,j,& 表示 ,它们 是 
单位 矢量 。 把 式 (4 一 49) 代入 式 (4 一 34)、(4 一 40) 全 (4 一 42) 和 式 


(4 一 47) 即 可 得 到 我 们 开 悉 的 形式 : 


ds: = dr + dy tdz’ (4—50) 
l4, 一 dydz， dA,= dzdx, dA:=drdy (4—51) 
dt = dxdydz 《1 一 22 ) 


由 式 (4 一 1) ,直角 坐标 系 与 曲线 坐标 系 之 间 的 变换 关系 为 


ZX 一 opi(y, 7 2 )， y 一 plu, 2 2 ) 


必 二 Plu, 2 ny ) (4—03) 
因此 
gz OF OF 
dy 一 du 十 rid 十 rid 
01 SY Gg _ 
dy 一 ord + Fd tT Fd (4 一 -54) 


9z ,| dz ，，| gz 
dz 一 Fdu t+ Fdu 十 有 da 


使 式 (4 一 50) 和 式 (4 一 34) 相 等 得 
1 十 dy 十 dz 一 gid dw (4—55) 


把 式 (4 一 54) 代入 式 (4 一 55) 并 使 相同 项 的 系数 相等 , 我 们 便 得 到 
计算 空间 度 规 系数 的 一 般 关 系 式 ， 


__ 9797 gy 9 | 


| gz gz 
J vou gud gu’ 


gu du’ (4 0) 
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34.2 对 曲线 坐标 系 的 微分 运算 
一 ”梯度 
根据 我 们 在 第 三 章 里 的 定义 , 数 性 函数 gp 在 P 点 的 梯度 是 一 
个 矢量 , 它 的 方 同 是 9 在 该 点 变化 率 为 最 大 值 的 方 同 , 其 大 小 正 
好 等 于 该 最 大 变化 率 的 数值 。 由 于 位 移 4R 引起 的 mw 变化 为 
dm 一 Da 
由 式 (3 一 13) 可 知 
d9 一 Vp* dR 
因此 
dm = Vo* LR= Dea (4—57) 
因为 
dR = adr -+ qadu d asydy 
所 以 dw' 是 dR 的 首 变 分 量 , 由 式 (4 一 27) 
di 一 aidR (4 一 58 
把 式 (4 一 58) 代 入 式 (4 一 57) 得 
Vop dR = Da “aR 
即 
(V9 — Da) dR=0 
因为 4R 是 任意 矢量 , 故 
v9 = 2 FPa (4—59) 
式 (4 一 59) 表 明 , 在 梯度 表示 式 里 , 互 易 西 矢量 a' 成 了 一 个 基 
础 条 ,如 果 仍 然 需 要 用 西 和 拓 量 a) 作 为 基础 系 , 则 应 通过 式 (4 一 23) 
把 互 易 西 矢量 变换 成 西天 量 。 
二 和 散 度 
矢量 场 FOGw ,ww') 的 散 度 定 义 为 
yy。F= im F 。nad (4—80) 
它 珍 示 矢 量 F 经 过 包围 P 点 的 无 限 小 体积 的 界面 流出 的 单位 体 
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积 通 量 。 下 面 我 们 来 计算 从 图 4 一 3 所 示 的 体积 元 流出 的 通 量 。 


体积 元 位 于 w 面 上 的 端面 有 二 ;左边 的 位 于 w 处 ,表面 积 为 
[dA4 ss 一 [Ca X as)du'idu 
它 的 法 线 方向 朝 左 ( 疝 外 ); 右 边 的 位 于 w 十 dw 处 ,表面 积 为 
[0&4; os 一 (as X ai) du dy +a 
它 的 法 线 方向 朝 右 (也 是 向 外 )。 因 此 从 这 两 个 端面 向 外 流出 的 兆 
通 量 应 为 
;= [Fe* (as Xa)adadu rt CF* (a X as)du' du ),2 
因为 一 a;Xa= 二 a, Xa;, 玫 
;= CF.* (a Xa)Ddudy 2 CF* (as X aa)du du jw 
(4—61) 
式 中 方 括 弧 的 下 标 表 示 分 别 在 十 dw 和 ww 处 计算 。 当 dw 足够 
小 时 , 式 (4 一 61) 可 近似 为 
Qu iF (as X a)du du dw) 


根据 式 (4 一 29) 
F (asXoa) 一 >CF。a)a。(aXa) 
一 (FF。 a2)a (ai Xa,) 


又 由 式 (4 一 27) 
F。a’ 一 六 
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因此 
(Feoa)a* (a Xa) 一 六 ae。(as Xa) 


再 由 式 (4 一 46) 
0 0 X 久 0 一 Q): so Xe 一 人 [9 
所 以 
F。(a Xea) 一 户 LO9 (4 一 62) 
于 是 
0 一 天 (PVA9 dndwa 04 一 63) 


位 于 w 面 和 w 面 上 的 其 余 两 对 端面 的 通 量 9, 和 4; 也 可 用 
类 似 的 方法 得 到 。 


总 通 量 为 
Y= 二 @: 
总 通 量 除 以 好 [ 式 (4 一 47)] 并 取 极 限 di 一 0, du: 一 0, dx: 一 0 期 


为 F 在 PP 点 的 散 度 。 因 此 
V ln 
三 ” 旋 度 
矢量 FF 的 旋 度 可 以 通过 计算 F 沿 无 限 小 团 合 回路 的 线 积 分 
得 到 。 我 们 知道 , 旋 度 在 单位 法 线 矢量 n 方向 的 投影 等 于 在 该 方 
加 的 环流 面 密度 , 即 
(VXF)*n =lim 二 中 。 ds (4 一 65 ) 


我 们 来 计算 FF 沿 w 面 上 平行 四 边 形 面 积 元 周 线 c 的 环流 (图 
4 一 4)。 平 行 四 边 形 的 边 长 为 asdw* 和 asdw' ， 周 线 e 的 方 回 使 正法 
线 n 朝 着 正 ww 曲线。 根据 本 矢量 的 定义 式 (4 一 14), 互 易 西 天 量 
a' 必定 翟 直 于 ww 面 ,而 n 表示 w 面 法 线 方向 的 单位 天 量 , 所 以 


fi 
4 一 60 
( ) 


注意 ,在 一 般 情 况 下 , 西 矢 量 a 并 不 王 直 于 六 面 。 
平行 于 w 曲线 两 边 的 线 元 asdw' 与 天 量 下 的 标 积 为 
(Foe adu)wter— CFeadu)e | 
当 dw 很 小 时 ,上 式 可 以 近似 为 
CF 。 a;) du'du’ 


(f'~、 9g) (4—64) 


1 二 
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图 4 一 4 


平行 于 ww 曲线 底 边 和 项 边 的 线 元 aydw 与 矢量 下 的 标 积 为 
一 (PP 。 a ) aoa 十 【下 。 202 ) 
当 do 很 小 时 ,上 式 可 以 近似 为 


一 -iF * qs) du du 
于 是 己 沿 平行 四 边 形 面积 元 周 线 e 的 环流 为 


元 GE 。 a;) 一 区 (GE 。 ap ad (4—67) 
平行 四 边 形 面积 元 的 面积 为 
4 一 j ad X asdu | 一 N/a X a) * (qa, X as) dd 
(4—68) 


取 极 限 dw 一 0,dw: 一 0 并 将 式 (4 一 66)、(4 一 47) 和 式 (4 一 68) 代 入 
式 (4 一 65) 得 
l 


(VXF). 二 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 
aa VV(a,X a)* (ay X ai) 
xX Ee 。 a,) 0.(F 。 op) | (4 一 69 ) 
u du 
由 式 (4 一 14)、(4 一 13) 和 式 (4 一 46) 得 
a: Xe 一 alLa (a:X as)] 一 /ga (4—70) 
将 式 (4 一 70) 代 入 式 (4 一 69) 并 化 简 后 得 
1 -一 1 9 各 一 一 六 
(VV xPF)*ua 一 人 三 i(F 03) FF a 
(4—71) 


y XF 的 其 余 两 个 分 量 可 以 通过 置换 式 (4 一 71) 中 的 指标 得 
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到 ,它们 是 


(VXF). “一 一 | 六 (F a)— -OF a) 
g a du 
(4—72) 
;1 |9 。 
CQ xy。a a1) — i(F | 
(4 一 73) 
求 得 (VXF)。 后 ,将 其 代入 式 (4 一 29) 得 
jp es xXF a)a, (4—71) 
由 式 (4 一 28) ,在 式 (4 一 71) 一 (4 一 73) 中 的 
(F»。a;)=1. 


考虑 到 上 述 关系 式 并 把 式 (4 一 71) 一 (4 一 73) 代 入 (4 一 74) 得 


7xF 一 | 站 
下 ED je :TT 于- 六) (4—75) 
拉 普 拉 斯 算 子 


拉 普 拉 斯 算 子 V'p 代表 y，YV wp。 我 们 令 下 二 Vp 并 代入 
式 (4 一 64) 得 


Y， ve- 之 二 Covwv y ) (4 一 76 ) 
式 中 Vyp' 是 梯度 的 逆 变 分 量 。 
由 式 (4 一 59 ) 
i ; 、 i 19 ij99 
Vo = Vp a oe “oF 3 《4 一 77 ) 


于 是 
V9=V. v= Pl? Vo) 人 


3 4.3 正 交 坐标 系 . 


到 目前 为 止 , 我 们 对 基 矢 量 所 加 的 限制 仅仅 是 它们 必须 不 共 
面 。 在 一 般 情 况 下 , 坐标 轴 之 间 不 相互 垂直 。 虽 然 这 种 不 正 交 的 
坐标 系 可 能 最 具有 实际 意义 , 但 由 它们 导出 的 偏 微分 方程 到 现在 
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还 不 能 用 分 析 的 方法 得 到 解答 。 因 此 , 几乎 在 所 有 的 实际 应 用 中 
都 只 采用 正 交 坐标 系 。 对 于 正 交 坐 标 系 ,， 上 节 导 出 的 公式 可 以 大 
为 简化 。 

正 交 坐标 系 是 指 它 的 本 天 量 ,ayas 相互 垂直 ， 即 坐标 轴 在 
裤 间 的 每 一 所 都 正 交 。 在 这 种 情况 下 

ji 0 《4 一 79) 


上 式 表 明 , 本 矢量 和 互 易 本 矢量 互相 平行 ,大 小 互 为 倒数 。 并 


a' 一 


且 
ae os 一 0 0 一 Q。 4 一 外 
(4 一 80) 
gy=0 (i 关 ) f 
在 正 交 坐标 系 里 , 度 规 系数 习惯 上 采用 如 下 的 符号 
hi 一 a 。ai; 一 [gu ， h; 一 ~ a * qa; 一 /gs 


让 一 /as。a 一 人 /ga (4 一 81) 
由 式 (4 一 56) 得 
= (器 )+ (器 )+ ( 闫 ) a 


将 式 (4 一 81) 代 入 式 (4 一 36) (4 一 40) 一 (4 一 42) 和 式 (4 一 47) 
得 在 正 交 坐标 系 里 线 元 .面积 元 和 体积 元 表示 式 : 
ds 一 ds 十 dsi 十 dsi 
CS 二 hdv, ds, = hadu:, ds; = hdu’ (4—83) 
dA, = hhdu'du: : 
(4—84) 


dA, = hhdu du 

dA, = hhdu'du’ 
: dV = ~ 9 dw du'du: (4—85) 
行列 式 9[ 式 (4 一 48)] 的 所 有 非 对 角 线 都 等 于 零 , 故 

/9 = hhh, (4—86) 


在 实际 运算 中 , 在 正 交 坐 标 系 里 应 用 单位 基 矢 量 i,i, 和 i 最 
为 方便 ,由 式 (4 一 30)、(4 一 79) 和 式 (4 一 81) 得 


i = 二 ha (4 一 87 ) 
| 
0 一 hi 
， 1， (4 一 88) 
a 一 hv 
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矢量 表示 为 


F = Pi his Pi (4 一 89) 
根据 正 交 性 : 
1 i 
i;。i, = 0,, 4， j=k (4—90) 
由 式 (4 一 32) 和 式 (14 一 26) 得 到 用 Ff 表示 的 逆 变 分 其 和 协 变 分 二 
二 二 Pi f= hp, (4—91) 
对 于 正 交 坐标 系 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 子 可 以 直接 
由 上 节 的 结果 导出 。 
把 式 (4 一 88) 代 入 式 (4 一 59) 得 
vo= > i (4—92) 


把 式 (4 一 86)、(4 一 91) 代 入 式 (4 一 64), 矢 量 场 F 的 散 度 为 
1 [9 9 
Ce 十 本人 和 Fo,) 


hih,h, 


J 。F—= 


十 CA | (4—93) 
把 式 (14 一 86)、(14 一 88) 和 式 (4 一 91) 代 入 式 (14 一 75), 矢 量 场 下 
的 旋 度 为 


19 9 
VXF= ED Cp) |i 


1 [53 ， 9 ,，、|， 
十 Ch Fr hsk Di 


| | d 。 
十 二 | 入 OP -二 Po (4 一 94 1) 
式 (4 一 94) 也 可 以 表示 成 行列 式 的 形式 : 


ht h,i, ,1, 
113 3 2 
VXF = ph Dr I dy (4 一 -95 ) 


hkF, h,F, 六 
把 起 (4 一 80) (4 一 81) 和 (4 一 86) 代 入 式 (4 一 78) , 数 性 函数 9 
的 拉 普 拉 斯 算 子 表示 为 


‘p= 7 Tp | (ss ) 
Vo=V V9 Nn hh Ea hy du 
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- 
da he nh An | (4 96) 
-7 


在 于 二 证 进 . 我 们 还 讨论 过 在 分 析 场 时 全 经管 进 到 的 筑 了 [ 式 
(3—-147)1,. 岂 


本 | ‘fe fe Wa i 中 (SS op ) 
2 


TX FT F— Vy， VF (4—97) 
x 人 下 开 纺 竺 :人 怀 条 水 1 机 
oF. oF IF; i. 
dr Oy (二 


它 走 天 拉 六 拉 斯 算 季 作用 于 关 世 疡 的 各 个 直角 分 其 。 对 于 曲线 
坐标 系 . 台 六 立 2 下 还 可 以 表示 成 行列 式 形式 ( 见 下 页 公式 (4 一 
99) ) 。 

- 足 , 在 山 线 坐标 系 的 天 量 六 双开 可 以 从 式 (4 一 97) 中 人 
VV.: 中 沪 儿 0 xY xF 得 到 。 村 县 ， 结果 和 与 拉 普 拉 捧 生子 直接 
作乱 于 下 在 曲线 坐标 时 的 各 个 分 其 之 和 和 不 柑 同 。 


1. 1 nD 
站 这 让 证 有 二 5 
八 个 场 其 的 标 黄 仿 和 人 人 人 


| 中 六: 
-一 二 -一 =- ,/ 
hh, 站 (一 Ch kh | oat 
1 9 9D, 
一 一 一 TY - -一 J 7 十 一 
-| 六 (hh) Do Ey | ( 41—100) 
| 7 11,) 一 0) 7 ) 2 
A De : ol 一 | 
| 口 aoab. 
) 一 一 ,下 ， - 二 
he, 六 hb On i | 二 ot ) 
9 万 ， | 
Ee hE)— ib ) 0 101) 
fh 1! ot 
| [| 9 0 oF, 
Ph | a —(h,F,)— Fh ) 十 本 一 0U 
中 0 | 
A) TD ) TD hhp 
A da Qa 
(4—102) 


CO ) 十 5 Chal ) 十 二 th .BB) =0 (4—103) 


TIitU 


了 
关 ) 一 二 (AL ) 


ou 


一 


ht, 


re 


hh 


0 


du 


, (| 
(Ch PF,) 及 Fr Ck) 


i111] 


i; 
hh, 
中 

dn 


CF,) 


FF,) 
ou 


hi, Ou 


(4—99) 


连续 性 方程 5 式 (3 一 18071 在 正 交 曲线 坐标 系 里 为 


3 


] | hi hh ody | 
ri 3 h; 二 91 0 (4—104) 


== 1 


V4.5 各 种 正 交 曲线 坐标 系 

在 求解 一 个 具体 的 物理 问题 (例如 电磁 场 ) 时 , 首先 是 选择 一 
个 坐标 系 (或 几 个 坐标 系 联合 使 用 ), 然后 在 选 定 的 坐标 系 里 应 用 
变数 分 离 法 分 解 偏 微分 方程 (例如 波动 方程 ) 成 三 个 常 微分 方程 。 

现在 实际 使 用 的 正 交 坐标 系 有 如 下 十 三 种 ， 

(1) 十 角 坐标 系 ; (2) 圆柱 坐标 系 ; (3) 球 面 坐标 系 ;(1) 李 图 柱 
坐标 系 ;(5) 抛 物 线 柱 坐 标 系 ;(6) 锥 面 坐标 系 ;(7) 椭 球 坐 标 系 ;(8) 
旋转 长 椭 球 坐标 系 ; (9) 旋转 扁 固 球 坐 标 系 ;: (10) 旋转 扫 物 面 坐标 
系 ;(11) 抛 物 面 学 标 系 ;(127 双 球面 坐标 系 ;(13) 环 面 坐 标 系 。 

在 (1 一 (11) 的 坐标 系 里 ,波动 方程 可 以 直接 用 变数 分 离 法 处 
理 ,而 在 (12)~(13) 两 种 坐标 系 里 ,只 有 将 拉 普 拉 斯 方程 经 过 适当 
变换 后 才 可 以 用 变数 分 离 法 处 理 。 直 角 坐 标 系 在 第 三 章 已 讨论 
过 , 现 讨论 其 余 的 十 二 种 坐标 系 。 

一 ”加 柱 坐 标 系 : 

令 P' 是 Po(z,y,z) 点 在 己 平 面 上 的 投影 ,而 7,0 是 P' 点 在 
平面 上 的 极 坐 标 ( 图 4 一 5), 则 变 基 : 


w=r, w= w=2 (4—105) 
称 为 圆柱 坐标 系 。 它 与 直角 坐标 系 之 四 的 变换 关系 为 
一 /天 十 六 (0 委 7 委 co) 

4 = afccos 一 - = = arcsin—— 《4 一 106 ) 
/Ty | 


除了 在 z 轴 上 的 8 没有 定义 外 , 变换 对 整个 空间 都 成 江 。 变 换 的 
雅 可 比 行列 式 为 


i112 


dr or | 
a WW | 
9lr,0,2)_ 139 36 _1 
A(rT, yy, Z) 37 By 0 > 《4 一 107 ) 
0 0 1 
7 一 7TCOSU 
y 一 7SinL (4 一 108) 
ZZ 二 之 
逆 变 换 的 雅 可 比 行列 式 为 
-1 y z) cosl ~—rsimyu 
9(7,0,z2) |sing rcosg | (4—109) 
于 是 
Fe OEY 2 一 1 (4 一 110) 


oz, ys 2) 9(r， 0 2)》 

在 Po《zo,yp,zo) 点 相交 的 坐标 面 是 ; 半径 为 "== /下 十 下 ， 轴 

线 为 2 的 圆柱 面 ; 包含 > 轴 并 与 xz 平面 成 0,=arccos(zs/r) 一 

arcsin(yy mr) 的 平面 和 <: =z 的 平面 。 坐标 曲线 是 一 个 圆 和 两 条 
直线 ,如 图 4 一 5 所 示 。 


在 加 柱 笃 标 条 时 .人 至 拓 泡 力 


上 == Cr) 1Cos 二 Pin + ik (上 
虽 
于 = eos 有 二 Sin1O 
pF 
J IR = hi OrsiNndiodT reosH] (| | ] 2) 
i 
一 1 一 大 
单位 矢量 主导 汪 下 相生 直 , 所 以 圆 桩 坐标 条 是 :个 耻 交 再 祭 系 。 
旧式 (4 一 112) .用 规 系 效 为 
/一 二， jt, = 7、 i 1 C4-—113) 
人 由 趟 (1 一 83). 浅 元 的 补 方 为 
dy = dr ra (了 111) 
向 是 一 个 数 生 函数 ,是 -个 和 撩 函数 , 我 们 把 式 (4 一 113) 代入 
(1 一 92),、(1 一 93)、(1 一 90)) 和 式 (4 一 96) 得 
,. 9. 197, 2 , 
vf rf a :TT I | 
1 9F, ] 
7 再 -… | 
* [ 7 eH | 
es 
v XT= | 广 过 和 > 0 (天 六 (4 115) 
1 oF |. 
十 0 人 7 i | 
wo 197f 9 jo oY 
Vt 六 和 人 dr + 去 DO TT 3 2 


例 1 试 求 算 子 了 在 圆 性 坐标 系 里 的 表示 式 并 计算 标 坚 场 
fs0.) 二 rzsinteost | 站 梯度 

解 把 必 王 ri 二 0 二 > 和 式 (4 一 113) 代 入 式 (4 一 92) 得 
1 一 2)2sjnmcosmi + ri(cos't 一 Sin 人)i 

十 ”SINHCosSHi, 

若 将 式 (1 一 112) 的 主人 全 代入 上 式 并 整理 成 含有 二 j,k 的 

项 ,由 
Vi=risindi rcosj +- rsintcosuk 
因为 xx 一 rcosl.y 一 rsin, 二 式 可 变 为 
V /= yi rj ryk 
111 


汶 正 好 足 丽 数 / 二 时 可 度 合 标 世 场 在 百 角 坐标 电 的 
级 示 收 。 本 | 了 全 的 不 要 全， 
例 2 试 计算 失 最 场 Fr,0z) 一 ri 十 rsin 人 十 2 和 的 散 
解 由 式 (41 一 日 


TD *。 六) 十 


人 Cr sing) 十 和 | 


| 2 - | 
一 (4dr 十 7cCos0 — 2r:) 


一 4 一 rcosn 2: 
右 根 据 式 (1 一 108) 变 回 直 和 角 坐 标 系 , 则 
YY“ 了 一 4 十/) 十 7 十 2 
利用 式 (4 一 112) 和 式 (4 一 108) 将 Fe2) 变换 成 用 直角 化 标 系 
来 表示 ,得 
Fo=~r (cosd singi) 
rsing(— singi + cos97) + 2k 
: = [Ci 二 yr) 十 XYJI 十 2k 
它 的 散 度 是 
VvV*FF=4(r 二 Ty) 二 7 十 22 
此 例 表明 了 和 散 度 的 不 变性 。 如 果 我 们 继续 计算 和 天 其 场 下 的 
旋 度 , 则 同样 可 以 表明 诈 度 的 不 变性 。 
二 球面 坐标 系 


Hr J = (4—116) 
于 了 日 角 坚 标 系 的 变换 天 系 为 
j= arccos 一 (0 和 0 和 区) 
本 , df . 
= 一 -一 arcsin 一 一 (0<p<n) 
Pp ArCCos 二 CI 于 PT 
(4—117) 
准 可 比 行列 式 为 


Ea yy EE 
r 六 rr 
g(r, 0， pp) 业 忆 y 2 2 - 
9(r, ds 2 ) mr 二 Ty rv ry r 
| M+y /ry ” 
1 1 


Tsing (4—118) 


除了 在 z 轴 (6 二 0) 雅 可 比 行列 式 没 有 定义 外 , 变换 对 整个 空间 
都 成 立 。 


T= ncosg| 


2 二 TCOSU 
道 变 换 的 雅 可 比 行列 式 为 


了 一 msinl (4 一 120) 


在 Pr 和 z) 点 相交 的 坐标 面 是 ; 中 心 在 原点 ,半径 为 7 二 
Mz 十 级 十 如 的 球面 ; 顶点 在 原点 ,轴线 为 z 轴 , 母线 角 为 0 一 
arccos(zo/7o) 的 “圆锥 ” 面 和 包含 z 轴 并 与 坐标 平面 zz 成 9 
arccos(Kzo// 于 十 多 ) 一 arcsin (yo/ ~、 2: + yo) 的 平面 (图 4 一 6) 。 


| (4—119) 


| 
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注意 , 这 里 所 指 的 “圆锥 ” 应 该 包括 0 一 r/2 的 翅 平 面 和 1> 
+/2 的 圆锥 。 
在 球面 坐标 系 里 ,位 加 矢量 为 


R=rsintcosgi rsingsinmi rcosok (1—-121) 

因此 坐标 曲线 的 切线 天 其 为 

oR ， ，_ . . 

J = Ai = sintcospi + sindsingj + cosok 

oR . ， 。 ， 

7 一 Rt, 一 PCOSOcosgoi 十 reostsingj 一 rsindk ~» 

所 

9 . . ，，.。  ， . 

3 一 /ii 一 一 rsinsingoi 十 7coscosgj 


(1 一 122) 
这 些 单位 矢 基 也 是 相互 正 交 的 , 所 以 球面 坐标 系 也 是 正 交 曲线 坐 
标 系 。 
由 式 (4 一 122). 度 规 系 数 为 


hh =1,， hk, 二 7， h, = rsind (4——123) 
球面 坐标 系 的 线 元 为 
ts: = dr rd rsin0dgy (4 一 124) 
根据 式 (4 一 123) 算 出 的 梯度 、 人 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 了 于 为 
， = or. oF, 
vf FE 下 Pr al 和 Ta 3 
V， F=L2( “所,) 十 (sinOF, ) 十 < 
Dr rsin 0 rin ap 
| aF, | | oF, 
Vv X= | Csingl,) 一 i TT 7 i 
中 ，、 | ， 二 oa oF 1. 
一 有 GD 上 二 地 (rh,) 一 ei 
po (sin ) + 3 
vi r* Or ( 7 ) + reir od ing 0) + 六 Sin (og 
(4—125) 
例 3 已 知 和 失 量 下 在 球面 坐标 系 里 的 分 量 为 
P = 2ke9s0， pts po, 


其 中 上 是 常数 。 试 判别 已 是 否 是 势 量 场 ? 癌 是 势 莉 场 尸 坪 Y ， 
试 求 Lo 
解 将 也 ,fi;,f; 代入 式 (4 一 125) 得 
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VXF=0 
因此 是 势 其 场 , 故 F 二 VY 了。 


由 式 (3 一 13) 

dr = VdR=—F +*dR 

X 
hb, = 1， h,=r,， ;二 rsing 

dR = hdri ot hd0i, hyd ois 

下 一 -| 二 Pi, Fi 
所 坟 

d=sF eR- 9S 十 pao 
d[( 一 os 
r 
于 是 
yo kcost 
7 


三 ” 椭 因 柱 坐 标 系 

设 椭圆 的 两 个 焦点 为 P, 和 P; ,其 位 置 是 z= 二 c, 和 zz, 二 一 co， 
又 设 在 如 平 男 上 任 一 点 与 P; 和 P; 的 距离 为 r, 和 ~ (图 4 一 7)， 
变量 


让 一 上 <， WU=n, WW=2z (4 一 126) 
称 为 本 圆柱 坐标 系 。 它 们 定义 为 
-Yi 十 Y: 
Go 7 90, 
Yi 一 7 (4 一 127) 
1 20， 
2 一 2 


由 图 4 一 7 上 的 4P,PP, 看 出 , PiP,; 二 2c,, PP 二 7, PP 一 7,。 
由 式 (4 一 127) 得 
< 之 1， 一 1 和 甩 7 所 1 (4—128) 
< 等 于 常数 的 坐标 面 是 一 个 椭圆 柱 , 它 的 横 截面 是 焦点 为 P, 和 P， 
的 椭圆 。 椭 圆 的 长 半 轴 和 和 短 半 轴 为 
a; 一 CIE) 一 cv ec 一 1! 
a:—b = (4 一 129 ) 
偏心 率 为 
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(4 一 130) 
,等 干 常数 的 举 标 面 代表 如 图 所 示 的 一 族 双 叶 共 焦 双 曲 线 柱 
面 。 共 集 系 统 的 椭圆 和 双 曲 线 方程 为 | 


去 十 2 二 ci 
四 (4 一 131) 
几 2 
tt 
于 是 
t= CEN 


rE 
zj 一 cu (Em—1)(l Ce—7) 
二 包 | 


由 式 (4 一 132)、(4 一 82) 得 


2 2 2 2 
h, = cs/ 乞 三 全 ， h, = 2 志 ， h,=1 (4 一 133) 
一 | | 一 3 


(4 一 132) 


ds 一 三 46 十 Var | +dz (4 一 134) 
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ci 一 他) 96 06 
tM (VI) + (4 一 135) 
通过 下 列 变 换 
< = chu, 1 一 CoS?! (4 一 136 ) 
我 们 可 以 得 另 一 种 椭圆 柱 坐 标 系 ，: 
& 一 2 2 一 2， WU 二 (4—137) 
在 这 种 情况 下 


hh =h=coM Mechiu—cos'v, hh=1 (4 一 138) 
ds’ =c (ch'w ~— cos'v) (du ct dv ) 十 dz 《4 一 139 ) 
Hm oom (gr + Tor + Fz (4—140) 

变量 5 相当 于 从 z 轴 算 起 的 角度 的 余弦 , 单位 矢量 主导 如 图 
4 一 7 所 示 , i 垂直 于 纸 面 并 指向 离开 读者 的 方向 。 
抛物 线 柱 坐 标 系 
若 ", 6 是 任 一 点 在 区 平面 上 的 极 坐 标 , 则 可 用 下 列 方程 定义 
两 族 相互 垂直 的 抛物 线 


一 37sin 太 ， 9 一 /了 5cos 人 (4 一 141) 


< 等 于 常数 和 7 等 于 常数 的 曲面 是 两 族 正 交 的 抛物 线 柱 面 ， 
它们 的 母线 都 平行 于 z 轴 ( 图 4 一 8) 。 
变量 


V 了 一 


太一 此， 2 二 U 二 一 2 (4—142) 
称 为 抛物 线 柱 坐 标 系 。 若 用 直角 和 坐标 系 代替 式 《4 一 141) 中 的 7 和 和 
9, 则 


< ”一 27sin*S 一 ?IfK1 一 cos) = Vr 二 —7 


7 二 2rcos- 一 ?7(] 十 cosb) 一 ry 十 > 
《4 一 143) 
因此 


z 一 可 (太一 全 )， yy 二 LW， 2 一 一 2 (4 一 144) 
度 规 系 数 为 
120 


bt 5 = 常数 


OG 
bo 
1=0 _H 洲 站 £=0_, 


村、 


图 4 一 8 


"hh = $6, = /十 六 ， hs = 1 
线 元 和 拉 普 拉 斯 算 子 为 
四 ds = (6 二) (dE +d) + dz’ 


ow ov ao 
Vy = F(a 7 ) DZ 
通过 变换 
2 一 人 ， 9 一 
我 们 可 以 得 到 另 一 种 抛物 线 柱 坐 标 系 
2 一 和， 太一 AL 2 一 一 2 
这 时 


《4 一 145 ) 


《4 一 146 ) 


《4 一 147 ) 


《4 一 148) 


(4—149) 


(4 一 150) 


《4 一 151 》 


《4 一 152) 
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DreACE] 十 5 (4 一 153) 
由 式 (4 一 150) 消 去 4 或 4 得 
y 2u47— Ku =0, 天 一 2 人 一 人 一 《4- 一 154) 
当 和 2 从 0 变 到 cc, 从 0 变 到 ce 时 , 式 (4 一 154) 代表 两 族 互相 正 区 
的 抛物 线 ,它们 的 焦点 都 在 原点 上 。 
抛物 线 柱 坐标 系 的 单位 矢量 主 汪 如 图 4 一 8 所 示 ， 宇 牌 且 于 
纸 面 并 指 疝 离开 读者 的 方向 。 


五 ” 锥 面 坐 标 系 
设 变量 
2 一 了 ， 2 二 人， 2 = (4—155) 
是 锥 面 坐标 系 , 其 定义 为 | 
"NT tt (0 rE 0) 
x: 
一 一 十 一 一 十 二 一 0 (0 委 1 入 20) 
入 一 0 2 
7 (4—156) 
rr 


a 十 六 一 | 
r 等 于 常数 的 表面 是 球面 ,4 等 于 常数 和 4 等 于 常数 的 表面 都 
是 椭圆 锥 面 。 由 式 (4 一 156) 得 


z = (a 一 人) 二 +4) 


y= MD TA Db Oh) (4 一 157) 
z= YA, a 十 6 二 1 
因此 
_ _7/ 4 | 
h, = 1， ee 
(4—158) 
1 _7 了 1/ 2TA 
2Yp(a 二 TA) (Co) 
十) di 
ds' 二 dr 十 4 1 
(4 一 159) 
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wy af 4 
v 二 ll 5 十 下 


x { Na A TA | /Aa A CD TFA) 


十 AAA(@ 二 4) (05? 一 1 We 二 4) (2 = 万芳 |)} 


《4- 一 160) 
和 二， 4 一 7 (4 一 161) 
我 们 可 以 得 到 另 一 种 锥 面 坐标 系 
1 一 7 了， u 一 上 ， u 一 六 (4—162) 
这 村 
pi jt 
2 ECD’ 2 
(a — 6°)(b 十 <) c4 163) 
… 加 E 十 他 
ry (@ 二 +7) (DO— 7) 
2 La9foz 1 
v= si ar )+ za 


x1 Cr Ca ED te 2 | 
HM TI OD TV FD 7 |} 


97 
(4—164) 
和 六” 棋 球 坐标 系 
在 直角 坐标 系 里 , 栖 球 面 的 方程 为 
扫 十 所 十 气 一 ] (4 一 165) 


式 中 a,b,c 为 酉 球体 的 半 轴 长 。 与 式 (4 一 165) 共 焦 的 二 次 曲面 方 
程 为 
7 十 天 5 十 FT 一 1 (4 一 166 

假设 ae 盖 2 >c (〈 轴 长 间 有 相等 的 情况 放 在 下 面 的 旋转 酉 球 坐 标 里 
讨论 )。 | 

现在 我 们 来 讨论 当 9 值 从 大 变 小 时 式 (4 一 166) 代表 的 二 次 曲 ， 
面 性 质 。 | 

当 9 守 a 守 泡 0 时, 式 (4 一 166) 变 成 
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王 十 入 十 村 一 1 4167) 
它 代表 中 心 在 原点 .半径 为 /29 的 圆 球面 方程 。 
当 0 二 0 时 , 式 (4 一 166) 变 成 式 (4 一 165) 的 椭 球 面 。 
当 90> 一 e* 时, 式 (4 一 166) 代 表 椭 球面 。 
当 0 一 一 cz 一 0 时 , 式 (4 一 166) 变 成 
1 (4 一 168) 
它 代 表 位 于 区 平 面 上 的 一 个 椭圆 。 
当 一 站 < 天 一时, 式 (4 一 166) 变 成 单 叶 双 曲面 。 
当 0 王 一 六 一 0 时 , 式 (4 一 166) 变 成 
1 (4—169) 
它 代表 在 xz 平面 上 的 双 曲 线 。 
当 一 a 之 9 之 时 , 式 (4 一 166) 代 表 双 叶 双 曲面 。 
当 0 安 一 ?时 , 式 (4 一 166) 出 现 了 碟 数 ,不 存在 二 次 曲面 。 
| 综 上 所 述 , 当 9 值 不 同时 , 式 (4 一 166) 代表 不 同 的 曲面 ( 线 ) 
族 。 为 了 进一步 讨论 8 值 , 仿 
: p08) = (a’t+ 0) (b+ 0) (e+ 0) (4 一 170) 
用 w (0) 乘 式 (4 一 166) 得 
p(O)|r 征 万 十 证 厅 十 记 寺 厅 | 一 0) 
于 是 
f(0) = p00) [一 | 
= (a 二 0) (b+0) (c+0)— zr (b+0) (+0) 
—y(e oa+0)—z(ad0)(b 0)=0 
? : / (4—171) 
由 此 可 见 ,f (9) 是 6 的 三 次 多 项 式 , 有 三 个 根 ,9,6。 邑 
: f(0) = (0—£)(0—7)(0— 6) (4—172) 
当 8 依 次 取 为 一 ,一 @, 一 b, 一 C', 十 00 时 ,ff (0) 依次 为 
一 co， 一 Te — 60)(a— oe), yla’ —b’)(b’ — ce’), — zx’(a: — ec:) (b’ 
一 0?), 十 cc。 因 此 , f (9) 的 三 个 根 分 别 分 布 在 区 域 (一 a, 一 
8),《 一 5 一 0) 和 (一 ce, 十 coo) 中 间 , 它 们 是 互 不 相等 的 实 根 ,将 
其 按 大 小 依次 选择 为 >? 二 5， 即 
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> on ”人 (4 一 173) 


于 
rr l (—c:>7> — bX4—175) 


二 十 下 于 十 二 二 z 一 1 (—b>é> 一 0X4 一 176) 
式 (4 一 174) 一 (4 一 176) 分 别 代 表 李 球面. 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 
面 。 这 三 个 曲面 在 空间 的 交点 决定 一 组 值 : x*,y,z, 它们 相应 于 
在 空间 的 八 个 点 。 与 此 相反 , 经 过 空间 任 一 点 P(z,y,z), 对 应 着 
三 个 值 (&,7,6) 有 三 个 曲面 : 式 (4~ 一 174)、(4 一 175)、 (4 一 176) 。 


变量 : 
2 一 上， | 从 一 用， 本 “一 CC (4—177) 
称 为 椭 球 坐标 系 。 联 立 求解 式 (4 一 174)~(4 一 176) 得 


有 (eE 十 0)(7 十 0 0) + 
TT +| (bh?—a’)(c:—a’) 


| 
y 二 十 | Co pI ar br (4—178) 


2 二 十 全 二 2 二 人 | 
(8 —ce ) (be’) 


将 式 (4 一 178) 代入 式 (4 一 56) 得 go = 人 0Gi 关 四， 这 表明 空间 
任 一 点 的 三 个 曲面 [ 式 (4 一 174) 一 (4 一 176)] 是 互相 正 交 的 。 
这 时 


i 


| (£ — 1) (eC— 6) 1 
(Ea (EIh) ete) 


A 


(7 一 6)(0I 一 上 ) 二 本 
= 让 (4—179) 


(EC 一 <)(e 一 了 | 
Te 
a + 全 aa 


di |- S| 一 


< 
| 


ec 
Te Das: (4 180) 


中 C0) 的 定义 十 式 一 173)， 0 一 6y75 o 


yyy 4 
VY = TENE ee) 


x {0 一 全 VP05D 半 |VF 况 | 
十 (Ovo -pm 


十 (£ 一 9))V (6S) 2 [va |} (4—181) 


七 ”旋转 长 椭 球 坐标 系 
如 果 在 式 (4 一 166) 中 取 b=¢, 则 得 


2 二 十 元 5 一 1 (4 一 182) 
式 中 
7 二 十 ZZ 
二 C4182) 中 的 9 取 不 同 值 时 代表 不 同 的 曲面 。 


当 一 9 人 oo 时 , 令 


a 二 0= (a 0) = os (4—183) 
式 中 
0 —b = 
因此 : 
大 十 9 一 co 一 1 (4 一 184) 
将 式 (4 一 183)、 (1 代入 下 人 
A + i = l (4—185) 


从 式 (4 一 184) 看 出 , 之 1 ,方程 (4 一 185) 代 表 椭 球面 。 
当 一 gq 二 0 二 一 卢 时 , 令 : 
a 二 0= (a mb)y = cy (4— 1860) 


式 中 
c=a—b 
因此  . 
十 9 二 一 ci?(1 一 7) (4—187) 
几 式 (4 一 186)、 (4 一 187) 代 入 式 (4 一 182) 得 
< 一 1 (4 一 188) 


cn cill 7 = 
从 式 (4 一 187) 看 出 ， 一 1 生 9 生 1， 方程 (4 一 188) 代表 与 式 (4 一 
185) 共 焦 的 双 曲 线 方程 。 当 6 取 不 同 值 时 ， 方 各 (4 一 185) 代表 一 
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族 以 x 轴 为 旋转 轴 的 旋转 长 桶 球面 , 而 方程 (4 一 188) 代表 一 族 以 
z 轴 为 旋转 轴 的 双 叶 双 曲 面 。 

前 已 指出 , 椭 球 柱 坐 标 系 是 一 个 共 焦 椭圆 系统 沿 z 轴 平 移 而 
产生 。 旋 转 椭 球 坐标 系 则 是 椭圆 绕 一 对 称 轴 旋转 得 到 。 奉 旋转 轴 
是 精 圆 的 长 轴 , 则 称 为 旋转 长 椭 球 坐标 系 ,它们 的 正 交 面 是 一 族 双 
叶 双 曲面 ,如 将 图 4 一 7 绕 z 轴 旋 转 即 可 构成 一 个 旋转 长 椭 球 坐标 
系 。 现 在 假设 9 表示 在 所 平面 上 从 y 轴 算 起 的 角度 , 则 


: y 一 7COSO ， 2 一 7YSin 《4 一 189 ) 
由 式 (4 一 185)、《4 一 188) 和 式 (4 一 189) 定 义 的 变量 
UC=E, Wy7, 2 一 0 (4 一 190 ) 
称 为 旋转 长 椭 球 坐标 系 。 由 这 些 关 系 式 可 以 导出 
2 一 Co71 
一 Ci/ (Em 1)(1— yw)cosy (4—191) 


z=eM(E m1)(l1 mn»)sing 
5 17 9 的 变化 范围 是 : 


在 这 种 情况 下 ， 
| 2 2 _ 
_ /| 四 /fe 7 
= 0 到 二 T， 凡 一 有 ] 一 及 
ja = csv 0 《4 一 192 ) 
ds 一 [E as! 十 和 二 Gay ~vV (e111)(i—y jzm 
(4 一 193 ) 
2 1 19 | ve 97 9 oF 
7 一 二 万 合 [人 一 下 + 二 2 
] 1] ow 1 
十 (+ 《4 一 194) 
》 一 后， 4=7 (4—195) 
我 们 可 以 得 到 田 一 种 旋转 长 栖 球 坐标 系 ， 
ui =A, Ww 二 Wu, w= (4—196) 
这 时 : 
, Cl py 
‘4 ee + 7 
+4G0— DO— nay (4—197) 


让 
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4 1 万 3| rr3z 
| 5 4 1) 4 | 
9 3 多 

~v FY a 


: 1/ 1 1 Ya 和 多 
+ 地 (二 二 十 二 5 (4 一 198) 
如 果 作 变换 : 
“一 chy， 1 一 COS2 
则 还 可 以 得 一 种 旋转 长 椭 球 坐标 系 | : 
UW 二 uu WO=v, 一 (4—199) 
这 时 / 


hi = ho= ca ehin — cosiv, 由 一 shxsiny (4—200) 


r | 5) 
2 __ , 一 
v= pep 2 — COS'p) hd shu, : 


十 (sinvS ) 


sinvov dv 
.1 ov 


八 旋转 扁 精 球 坐标 系 
如 将 图 4 一 7 绕 椭圆 的 短 辅 演 转 时 ,旋转 椭 球 是 扁 的 。 现 在 我 
们 用 z 轴 代替 图 4 一 7 上 的 y 轴 ， 焦点 PP; 在 乌 平 面 上 描绘 出 一 


个 圆 。 设 p 是 以 y 轴 为 始 线 的 角度 , 则 
yrcosp, 2 一 7Sinp， r=7: 十 yy (4—202) 
这 时 相当 于 在 式 (4 一 166) 中 取 a 一 ,如 


Tt 和 一 = 一 1 《4 一 203) 
令 
+0 Ge 人 (4 一 204) 
ex 十 9 一 ci( 拓 一 1) 
于 是 
7 Z (4 一 205) 


oat cre? _ 1 一 
当 ee<eo<oo 时 ，cg>0 扰 >, 式 (4 一 205) 代表 椭 
球面 方程 。 义 令 
0 十 8 一 (a — oe) = cy’ (4—206) 

式 (4 一 203) 变 成 .i 


128 


人 (4—207) 
CC 一人) 
当 一 a 之 9 之 一 c* 时, 从 式 (4 一 206) 看 出 , 7 之 1， 式 (4 一 


207) 代 表 双 曲面 方程 。 变 量 ， 


ue, w=n, YY 一 9 (4 一 208) 
称 为 旋转 局 椭 球 坐标 系 。 变换 关系 为 

Z 一 cionsing 

y = 0éncosp 《4 一 209) 


2 一 CA (Em 1)(1— 7) 
“ 等 于 常数 的 表面 是 旋转 遍 椭 球面 ,” 等 于 常数 的 表面 是 单 叶 双 由 


面 。 6,1,9 的 变化 范围 是 
< 之 1， TS9S)， 0 委 9 委 2zr 


这 时 
/Es h, 一 c， 生生 ， hi=céEn (4—210) 
ds’ re + 后 二 dr 二 各 ap’ ) (4—211) 
vy mm (I ) 
的 MR + 人 
(4—212) 
如 果 作 变 换 : 


二 和 2 十 1， 一 1 一 入 (4 一 213) 
则 可 以 消去 V 殉 中 的 根 式 。 这 时 


和 十 由 /at 
入 十 1 1—g 
二 VN 二 1)(1— 4 ) 《4 一 214) 
VY = a (7 |w: 十 1D3 
3 [ ,~ 
+ 也 | J ,| 


如 果 作 变换 : 
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6 = chu, 7 一 Cosv\ 


这 时 (4—216) 
和 A 二 shu, w= sinv 
则 又 可 以 得 到 另 一 种 旋转 羽 椭 球 坐 标 系 
2 一 21， 2 一 2， 2 一 (4 一 217) 
这 时 
hi =h,= cehiu 一 COS29 ， ;二 Chucosv (4—218) 
spy ] | 19f ,or 
v= ctKch au 一 CoS 2) be (em ) 
1 9 a 
+ coss Ho (e005 ) 
} ] ow 
十 (cour eh’w 4 ‘4 219) 


旋转 炸 球 坐标 系 在 实际 中 有 很 多 应 用 。 当 偏心 率 趋 于 1 时 ， 
旋转 长 椭 球 变 成 棒 形 , 而 旋转 扁 顶 球 则 变 成 圆 盘 形 。 当 侦 心 率 或 
焦距 趋 于 零 时 , 旋转 椭 球 体 变 成 圆 球 , 坐标 系 随 着 上 -一 7，7- 一 cosb 
而 变 回 球面 坐标 系 。 

九 ”旋转 抛物 面 坐 标 系 

若 将 图 4 一 8 的 抛物 线 绕 它们 的 对 称 轴 旋转 , 则 得 以 原点 共 焦 
的 旋转 抛物 面 坐标 系 。 现 在 我 们 用 z 轴 代 替 图 4 一 8 中 的 z 轴 , 如 
图 4 一 9 所 示 。 设 R 是 观察 点 P 到 原点 0 的 距离 ,> 是 抛物 面 与 通 
过 PP 点 的 z 平 面 交 线 圆 的 半径 。 oe R 十 z 二 
a， RR 一 2 二 4 (ab 都 是 常数 )。 

ut 一 和 一 玉 十 2z， Ra us=gp (4—220) 

组 成 旋转 抛物 面 坐标 系 , 则 4 二 8 代表 一 族 共 焦 的 旋转 抛物 面 , 4 
二 5 代表 一 族 与 《等 于 常数 正 交 的 旋转 抛物 面 ,wp 等 于 常数 代表 
通过 z 轴 的 一 族 平面 。 显 然 


2 (4 一 221) 
”二 7 十 
由 式 (4 一 220) 得 
Au= (R22)(R—2)=R— 2 =7 二 六 = 
设 pp 是 从 zx 轴 算 起 的 角度 , 则 
rz 一 /MUpcosg， 3 一 人 /MUsing 
?二 方 (4 — 4) (4—222) 
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这 时 


| /十 到 _1 /和 证 天 
hy ni’ “Ty & 
hs = /NL (4 一 223) 
4 十 有 dA dn” 2 
ds’ = 4 (5 十 )+ Xpa9 (4— 224) 
py _ 4 Ta fa 
Vy =| 站 (195 ) | 
9 { 9 1/1 ，1 YY 
+ 及 (x 守 )+ 广 (十 + 十 J (4 一 225) 
如 果 作 变换 
人 一 上 k= (4—226) 
则 得 另 一 种 旋转 抛物 面 坐标 系 
由 一 上 WW 二), 人 一 9 (4 一 227) 
这 时 
hi = h; = ~v E 十 人 六， h, = 上 7 * (4—228) 


ds: = (E77 CE 十 CI dp (4—229) 


vy 这 )+ 5 


+ (去 十 亦 -Be . (4—230) 
十 抛物 面 人 举 标 系 
在 直角 坐标 系 里 , 邹 物 面 的 方程 为 
二 十 下 时 7 一 2z 十 4 (4 一 231) 
通过 P (z， y, 2) 点 有 三 个 曲面 ,它们 对 应 于 二 个 0 值 : 4，Ho VD， 它们 
满足 条 件 ， 


令 


和 > 一 玉 人 Ap 人 > 一 四 人 2 (4 一 232) 


p(0) 一 (和 十 909) 天 十 0) 
用 gp (9) 乘 式 (4 一 一 231) 得 
9) 一 (Ca 十 9)( 十 0)(02z 十 0) 
一 〈t 十 0)7 一 (9 十 0) 护 一 0 
从 式 (4 一 -233) 看 出 ， f (0) 是 6 的 三 次 多 项 式 , 有 三 个 根 和 4,x,», 即 


(4—233) 


f(0) = (a’ +0)(b’ +0)(2z+0) 、 
(+0 — (a +o)y 
= (0 —4)(0— 4) (0 —?) (4—234) 


依次 令 9 二 一 oa, 一 上 ,0, 得 
7 一 Ca 十 和) Co 十 AD) Ca 十 2) 


4 一 六 
+ +A D 十 9 (4—235) 
7 2 一 六 
2zx 一 一 和 一 4 一 ?一 9 一 六 
变量 : 
4 二 入， w= u =» (4 一 236 ) 


称 为 抛物 面 坐 标 系 。》 取 一 定 信 的 抛物 面 , 它 的 zy 截面 是 椭 贺 , 称 

为 权 圆 抛物 面 , 主轴 为 < 轴 , 顶点 在 == 一方 处 。4 取 一 定 值 的 

抛物 面 , 它 的 z 截面 是 双 曲 线 , 称 为 双 曲 抛物 面 ， 其 形状 呈 马 巩 

形 , 故 又 名 马鞍 面 , 而 在 :二 方 4 处 的 截面 是 两 条 相交 的 直线 。? 

取 一 定 值 的 扫 物 面 也 是 情 加 抽 物 面 ， 主办 为 负 - 轴 取 向 ， 顶 点 在 。 
= 一 了 处 。 


1 /4 一 AD 一 ,1 /ts) 
CE SIE Me 
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1 1 一 和 (一 中 加 
hy (ar Tr tv (4™—237) 
sa (A 一 4)( 和 一 2D) (4 一 A) 人 一 2) J 


re 


(vO— A)(vO— 1) 2 加 
+ ar Tw) CB tw)? (4 一 238 ) 


有 4 
VE | z 
X {Cn—o) Ca 十 和 Cb 十 名 [C+DC 二) 驶 | 
十 A VT Cia + 

9 


3 VT tn 
| CE OR 


二 《4 一 WMV Ca 十?) (Bb 十 ?) / 
9 /tr Fs tr 
x 她 | (da: 十 7)(B TD |} (4—239) 
如 果 作 变 换 
.eb _a++b 
”2 2 


rb a 加 
4 一 一 7 cosy tk (4—240) 


a -一 六 _a 二 bb 
2 


2 一 一 chiw 7 


则 得 另 一 种 抛物 面 坐 标 系 
中 一 VD， WU=w (4—241) 
这 时 四 


pn Down 
+= (a b')ch scoss sh 


rz je ton taht 
y= (a b )Sh sin seh 


a (oo 和 门人 


(4 一 242) 


ds: 一 ( 二 ) C(chu— cosv) (chu + chw) a 
二 (chu— cosv) (cosv 二 chw)adv’ : 
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十 《chz chiw) (cosv 十 chew)} daw ) (4—243) 
yp 4 ? ] 
wy- 


a (Chu 一 cosv») (chu chw) (cosv+t chw) 


十 | (es 十 echo)2 二 二 (chy 十 chz)2 二 
du Ov 


Ss (4—244) 
十 一 ” 双 球 面 坐标 系 
设 P,P, 是 在 z 轴 上 的 两 个 固定 点 ,它们 的 坐标 是 (0，0, a)， 
(0,0, 一)。 若 是 一 个 参数 , 风 
Zz 十 (z 一 4) 二 人 一 ga (4 一 245 ) 
代表 中 心 在 轴 上 的 两 族 对 称 于 * 轴 的 圆 方程 (图 4 一 10)。P, 点 
相应 于 和 4 二 a,P， 点 相应 于 4 一 一 4 。 
与 式 (4 一 245) 的 两 族 圆 正 交 并 通过 P.P; 两 固定 点 、 中心 位 于 
z 轴 上 的 贺 方 程 为 
z (7z 一 4 十 2 二 大 十 和 (4 一 246 ) 
式 中 4 是 另 一 个 参数 。 
我 们 将 图 4 一 10 的 正 交 圆 绕 z 轴 旋 转 , 则 变量 
=, WwW WW 二 = (4—247) 
表示 双 球 坐标 系 ,它们 与 直角 坐标 系 的 关系 为 
Ty =p, 7=pcosp, y= psing (4—248) 
六 十 0 
(2 一 4 六 十 和 二 大 十 全 
和 的 变化 范围 是 (e,cco) 和 (一 ce, 一 0 的 变化 范围 是 (一 co ,co)， 
v 的 变化 范围 是 (0，2r) 。 
当 和 > 之 ea 时 ,由 式 (4 一 249) 消 去 :或 p 得 


《4 一 249 ) 


a 
A 二 a W/O— a 
z (4—250) 
e/a’ 


A Ea Va 
当 和 < 一 上 时 , 式 (4 一 250) 中 的 和 应 改 为 一 2，z 应 改 为 一 >。 


134 


图 4 一 10 


如 果 作 变换 
1 一 一 4 ， 一 一 二 (4 一 252) 
VE ”vc 
< 的 变化 范围 是 (1,ce),y 的 变化 范围 是 (一 1, 1) 则 
/ uO=6, w=), Wg (4 一 253) 
是 另 一 种 双 球 面 坐 标 系 。 把 式 (4 一 252) 代 入 式 (4 一 250) 得 
p 一 上 全， 一 (4 一 254) 
对 于 4 二 0,~vV 2 一 1 取 负 值 。 
二 一 -一 一- ”~ 
(E£—7)MVE—1 (E— nNV1—7 
hp = (4—255) 
SD 
np (Eo 7) :9 (Vs — 19wv 
vy ) 
9 (1—woy 1 ow 
+ (6 ) ton 


(4—256) 
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今 


- < 一 chzy 7 一 cosv 
还 可 以 得 到 田 一 种 双 球 夯 坐 标 系 
uchuy, w=v, 人 一 0 《4 一 257 ) 


4 的 变化 范围 是 (一 ce 7 的 要 化 范围 是 (0 xX)。 它 们 与 4,4 的 
关系 为 


4 二 a p=actg (4—258) 
ps ons (4259) 
ds’ 一 top oy 二 dv 十 sin’vadp’) z (4—260) 
v= En 2 [en 一 cos2135 GT = 5 ) 


十 cha — cose ( Siny 3 1 3 | 


sinvw dv\chuy— cosv 9v/ sin’voag’ 

/ (4—261) 
十 二 ”、 环 面 坐 标 系 
如 果 把 双 球 面 坐 标 系 中 的 p 和 z 互 换 , 则 得 环 面 坐标 系 

uA, 一 41， 一 六 (4 一 262) 
这 时 
2 十 久 一 0， z=pcosm, 3 一 psingy 《4 一 263) 

(P 一 和 六 十 于 一 入 一 全 玫 十 (2 一 AU 一 大 十 于 


(4 一 264) 
4 的 变化 范围 是 (4,o0) ,4 的 变化 范围 是 (一 co,ce)。 
对 于 = > 0, 由 式 (4 一 264) 解 出 / 
2p = ts 
Mw To VT (4—265) 
mM a 


A Ta pM 
对 于 zz 二 0, 应 把 式 (4 一 265) 中 的 M2 一 a 改 为 
— A/NO—a!。 / 
有 二 一 有一 一 二 一， 如 二 p (4 一 266) 
如 果 作 变换 
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入 二 ao ， 二 = (4—267) 


则 得 为 一 种 环 面 坐标 系 6,n, p。E 的 范围 是 (1, ceo),7 的 变化 范围 
是 (一 1, 1)。 代 入 式 (4 一 265) 得 
_ave—l _avil—7 
PE “Ee 
对 于 zz 过 0, 式 (4 一 268) 中 的 7 和 /1 一 站 应 分 别 用 一 » 
和 一 \I 一 闻 代 替 。 然 而 ,由 于 7 的 变化 范围 有 负 值 ,所 以 当 z 一 
0 时 ,只 要 把 /1 一 到 改 为 一 1 一 关 即 可 。 


《4 一 2608 ) 


he = 一 一 一 一 一 一 ， hi 二 
(< — WI ECO—1 CD ei/ 
A Ai (4--269) 
ca/ 
一 站 寺中 | 区 ( 人 和 
VY 
9 V1» ov 
TV 7 人 了 
] a 
如 果 作 变换 
< 一 Ch2， 7 一 -COS? (4— 271) 


还 可 以 得 到 男 一 种 环 面 坐标 系 Us VV» po u 的 变化 范围 是 (0, 00),» 
的 变化 范围 是 (一 5,7zw) 或 (0， 27z) ,它们 与 A.L 的 关系 为 


achn 
= py? = actlgyv 
(4—272) 


ashu asinyv 
ch — cosv” cha — cosv 


a ashu 
chaecos C4075) 


hn 二 zh -一 
cha 一 《COS?2 


yy = (chu ©— cosv)’ | cha 一 og | shu 3 
| a sh du \cha — cosv Adu 
0sn)2 (1 型 ) 二 -3 
十 《chz cosv 5 (a — COSV 909 + | 
(4—274) 


137 


第 五 章 号 量 分 本 


自然 界 的 运动 法 则 以 及 新 出 现 的 几何 或 物理 量 是 与 坐标 系 天 
关 的 。 但 在 处 理 具体 问题 时 , 总 得 引进 一 个 较为 方便 的 坐标 系 。 
这 样 一 来 , 由 于 被 研究 的 对 象 要 加 上 一 个 偶然 选择 的 坐标 系 。 因 
而 所 得 到 的 解析 资料 不 仅 反映 出 那些 我 们 想 要 知道 的 东西 , 而 且 
也 反映 出 那些 我 们 不 想 要 的 东西 , 这 在 理论 研究 中 有 时 会 引起 不 
必要 的 复杂 化 。 

张 量 方法 就 是 既 采 用 坐标 系 而 又 摆脱 具体 坐标 系 影响 的 不 变 
性 方法 。 它 使 研究 对 象 确实 重要 的 部 分 与 由 坐标 的 选择 而 偶然 导 
来 的 部 分 相 分 开 。 从 而 使 物理 概念 更 为 明确 。 

在 这 章 里 , 我 们 主要 讨论 张 量 的 代数 运算 和 绝对 微分 法 。 这 
些 都 是 张 量 计 算 的 普遍 理论 基础 。 也 是 在 研究 微分 几何 、 相 对 论 
的 必要 工具 。 


$ 5.1 仿 射 坐标 系 与 坐标 系 的 变换 


在 1 维 仿 射 空间 中 , 设 有 任意 一 点 0 及 任意 个 线性 独立 天 
量 有 1 ez oon; 它们 人 全体 便 构 成 一 个 仿 射 坐标 系 
HR(0,e, ,ee.) 。 所 0 为 坐标 系 的 原点 ， Ely °°" yO 为 坐标 系 的 基 矢 


量 。 于 是 , 仿 射 空间 中 任 一 矢量 x, 都 可 按 基 矢量 展开 。 我 们 有 

X 一 Te 十 Te 十 … 十 ze。 (5—1) 
式 中 的 系数 ,zx ,… ,xz 叫 艇 天 量 x 对 已 知 坐 标 系 的 仿 射 坐标 。 
必须 指出 , 展开 式 (5 一 1) 是 唯一 的 。 因 为 , 如 果 x 有 另 一 展 


+ 二 完 '@| 十 证 ?@, 十 :十 让"*@， 
那么 
(六 一 入 )e 十 (7)e 二 十 (一 加 )e. 一 0 
但 ee 22， "0 ,es 是 线性 独立 的 ,所 以 
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太一 区 Gi=1, 2,., n) 
反之 , 由 式 (5 一 1) 知 ;矢量 x 由 它 的 坐标 唯一 决定 ， 所 以 .对 
.于 一 个 已 给 定 的 仿 射 坐标 系 , 矢量 x 及 其 坐标 间 的 对 应 是 一 对 一 
的 。 
设 是 仿 射 空间 的 任 一 点 。 则 与 这 个 点 一 一 对 应 的 有 一 
和 天 量 OM 。 它 叫 已 知 点 的 矢 径 , 并 记 作 r。 它 在 给 定 的 信 射 从 村 
系 中 具有 确定 的 坐标 2 ,z',…,z*。 于 是 它 的 展开 式 为 
rr 一 ONM 一 ze 十 Ze 十 … 十 Te。 
我 们 把 > ,站 叫做 点 MM 关于 这 个 坐标 系 的 仿 射 坐标 。 显 然 ， 
点 与 它 的 坐标 也 是 一 一 对 应 的 。 : 
设 e,,e;,…,e, 是 男 一 个 新 仿 射 坐 标 系 的 基 矢 量 。 由 式 (5 一 
1), 每 一 个 这 样 的 基 矢 量 都 可 按 旧 坐标 系 的 基 矢 量 e,,e,,…,e, 展 
开 , 于 是 有 
el 一 el 十 ae 十 … 十 oo e。 
@» 一 Ce 十 02ey 十 十 05e。 (5_2) 
ew 二 Qwe@l 十 Qe; 十 :十 a0@， 
或 把 这 些 公式 写成 普遍 式 ， 则 有 
er 一 ae 十 oes 十 … 十 cyes (5—3) 
这 里 的 是 从 1 变 到 nn。 
式 (5 一 3) 也 可 写成 


es = De ee (5 一 4) 
今后 ,还 可 省 去 求 和 符号 ,简写 成 
ei 一 ie 《5 一 5 ) 


亦 即 ,如果 每 个 指标 在 乘积 中 出 现 一 次 ,就 表示 它 取 -一 切 可 能 的 值 
(1，2,…,n); 如 果 每 个 指标 在 乘积 中 作为 上 和 下 标 各 出 现 一 
就 表示 取 一 切 可 能 的 值 (1，2,……,*) ,然后 再 把 各 项 相 加 , 求 总 和 。 
这 种 规定 有 时 称 为 爱 因 斯 坦 (Einstein) 约 定 。 
由 于 新 坐标 系 的 基 失 量 es 是 线性 独立 的 ， 故 相 应 于 变换 式 (5 
一 2) 的 矩阵 
139 : 


Oi OQ, seat 
Oy OF eee 人 2 


(cei ) 一 《5 一 -6 ) 


是 非 奇 异 的 。 设 式 (5 一 6) 的 逆 阵 为 。 


t ft 
Oi Qi eof 


(oi ) 一 (5- 一 7) 


于 是 , 用 新 坐标 系 的 基 矢 量 e。， ,来 表示 旧 坐标 系 的 基 矢 量 e 时 ,就 
有 类 似 于 式 (5 一 5) 的 简写 形式 


e; 一 aie; (5 一 8 ) 
由 于 和 矩阵 (65 一 6) 与 (5 一 7) 是 互 六 的 , 故 有 
alas—=6 oo (5 一 9) 
其 中 
人 (2 六 2》) 
0 = 
1 (i = )) 


称 为 克 罗 内 友 尔 (CKronecker) 符号 。 
设 矢 量 x 在 旧 坐 标 系 下 的 表达 式 为 (5 一 1)， 在 新 坐标 系 下 的 
表达 式 为 | 
X 一 和 en (5—10) 
其 中 二 是 矢量 x 在 新 坐标 系 中 的 坐标 。 为 了 求 出 x 的 新 坐标 与 
旧 坐 标的 变换 关系 ,把 式 (5 一 8) 中 的 e; 代 入 式 (5 一 1)。 则 有 
X 一 Tiei 一 Ti0tei (5 一 -11) 
比较 式 (5 一 10) 及 (5 一 11), 由 于 x 关于 坐标 系 的 基 矢 量 的 展 
开 式 是 唯一 的 , 故 ei 的 系数 应 相等 。 我 们 有 


r=o'ri (5—-12) 
间 理 ,借助 于 道 变换 ， 日 坐标 可 用 新 坐标 表示 为 
7' = Qi 《5 一 13) 


比较 公式 (5 一 一 6) 及 (5 一 12)， 我 们 看 到 ， 变换 (5 一 12) 的 矩阵 正 
是 变换 (5 一 5) 的 抢 阵 的 转 置 道 矩阵 。 亦 即 , 当 旧 坐标 系 变 到 新 坐 


祭 条 时 ， 基 矢 量 的 变换 公 \ 式 及 不 变 天 量 的 坐标 变换 公式 是 
es 一 Qte， (5 一 14) 


太一 0 《5 -一 [5 ) 
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它 是 张 量 计算 的 基本 公式 。 

现在 再 来 考察 点 坐标 的 变换 。 若 仅仅 改变 基 矢 量 ， 而 原点 O 
保持 不 变 , 则 每 一 点 M 的 坐标 正如 它 的 矢 径 0 夏 坐标 一 样 地 改 
变 , 即 按 公 式 (5 一 15) 而 改变 。 但 是 , 如 果 使 原点 0 也 沿 着 一 个 天 
量 a 移动 时 ,那么 一 切 点 M 的 矢 径 由 此 增加 一 个 天 量 一 a, 于 是 -- 
切 点 M 的 坐标 增加 一 个 数 a ,而 a 是 矢量 一 a 的 坐标 。 这 样 一 


来 ,一 个 不 动 点 开 的 坐标 x 在 此 变换 下 的 4 作 式 便 具有 如 下 的 形式 
人 o' (5—16) 


$ 5.2 协 变 张 量 的 概念 
设 在 仿 射 空间 中 每 一 个 矢量 x 对 应 于 一 个 数 9: 


p= p(x) (5—17) 
而 对 仿 射 空间 中 任意 两 个 矢量 x ,x 有 
p(x: 十 xi) = P(x) + P(x) 《5 一 18) 
且 对 任意 一 个 数 4 有 
pAxX) 一 ADCx) (5 一 -19 ) 


这 样 的 mw(x) 叫 做 矢量 x 的 线性 函数 。 
设 x 在 旧 仿 射 坐标 系 中 的 展开 为 
由 性 质 (5 一 18) 及 (5 一 19) 得 到 
P(x) = Pres) ~ rle;) 


为 了 方便 ,我 们 记 
i= lei) (5 一 20) 
于 是 得 到 

P(X) = Pix (5—21) 
上 式 表明 ， 矢量 的 线性 函数 mw (x) 可 以 用 矢量 的 坐标 表示 为 线性 
的 形式 。 

.在 男 一 新 的 坐标 系 中 ,也 数 关 系 式 (5 一 21) 有 如 下 形式 

PX) = Pir’ (5 一 -22) 
其 中 

Di 一 pler) (5 一 23) 


利用 式 (5 一 5) 及 性 质 (5 一 18) (5 一 19) 可 把 式 (5 一 一 23) 改 写 为 
Dr 一 Dale) 一 ooD(e) 
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再 由 式 (5 一 20) 我 们 得 到 
Dr 一 ofg， (5—24) 

比较 式 (5 一 5) 与 (5 一 24) 可 知 , 系数 gw 的 变换 规律 与 坐标 系 
的 基 天 量 e; 的 变换 规律 完全 一 致 。 

下 面 我 们 给 出 一 阶 协 变 张 量 的 概念 ， 

设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 定 用 一 个 指标 (取信 1， 2,…,z) 而 编号 
的 个 数 站 ,并 且 在 坐标 变换 时 这 些 数 的 变换 规律 是 

T, = whT， / (5—25) 
则 称 所 给 的 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 

T 叫 做 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 

“ 协 变 ”是 指 匡 的 变换 规律 与 基 矢 量 e: 的 变换 规律 是 一 致 的 。 
因此 矢量 线性 函数 的 系数 mw 就 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 的 例子 。 反 
之 ,不 难 证 实 ; 任 一 个 一 阶 协 变 张 量 Ti 总 可 以 按 p(x) = Tiz' 来 定 
Xm (x)。 

又 如 ,在 任 一 仿 射 坐标 系 中 ,不 过 原点 的 超 平面 方程 为 

ai 一 《5- 一 26 ) 
在 原点 固定 的 各 种 仿 射 坐标 系 中 , 当 坐 标 系 改变 时 , 任 一 点 性 的 
矢 径 OM 不 改变 。 因 而 点 M 的 坐标 关 正 如 不 变 矢 量 的 坐标 一 样 ， 
按 式 (5 一 13) 而 改变 , 即 


将 它 代 入 式 (5 一 26) 得 
ao = 1 
于 是 我 们 得 到 上 述 超 平 面 在 新 坐标 系 中 鸭 方程 
ci = 1 
其 中 
ai 一 Qtai 


它 与 变换 规律 (5 一 25) 相同 。 因 而 超 平面 方程 的 系数 a, 在 原点 
固定 的 一 切 仿 射 坐标 系 中 ,是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 
现 考 察 两 个 天 量 的 双 线 性 标量 函数 . 
p= p(X, y) (5—-27) 
即 每 一 对 有 序 矢 量 x,y 与 一 个 数 相对 应 , 且 mw (x, y) 关于 每 一 个 
自 变 量 是 线性 的 。 因 此 ,由 定义 知 p (xy,y) 不 依赖 于 坐标 的 选择 。 
现 设 x 一 zeiy y 一 Yeryo 由 多 (x,》) 的 性 质 得 


142 


x, y) = Pre grei) — ry plei, ej) (5—28) 

为 了 方便 , 记 z 

pi; 一 Ve e,) (5—29) 
最 后 有 
P(x, y) = puziy (5— 30) 
这 样 一 来 , ps 必 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 若 在 新 坐标 系 中 记 
Pis' = Phen, ej) 
由 式 (5 一 5) ,我 们 有 
Di 一 0(aiel， ayei) = oiioiip le:, ej;) 
从 而 得 到 系数 25 的 变换 规律 
Vi 一 tol gi (5—31) 
现在 我 们 给 出 二 阶 协 变 张 量 的 定义 : 

设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 出 两 个 指标 编号 的 ww 个 数 T;;，(i,j 分 
别 取 1，2,…,n 值 );。 且 在 坐标 变换 下 它们 是 按 规律 

Ti = ob T,, 《5 一 32 ) 
改变 的 , 则 称 所 给 出 的 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 

Tj 叫做 这 个 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 而 双 线 性 形式 (5 
一 30) 中 的 系数 wo 便 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 的 例子 。 反 之 ， 任意 一 
个 二 阶 协 变 张 量 , 它 的 坐标 T, 总 可 看 作 某 一 个 双 线 性 函数 的 系数 
Wij o 

现 给 出 协 变 张 量 的 一 般 定义 : 

设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 出 个 指标 编号 的 ww 个 数 Ts ,并 且 
在 坐标 变换 下 它们 是 按 下 列 规律 
i oitast ee oT, i (5—33) 

改变 , 则 称 所 给 的 是 一 阶 协 变 张 量 。 

iiob2 9 U4 是 + 个 不 同 的 指标 ,它们 各 目 独 立地 取 衣 1，2,… 

， 诸 值 。 

Ti 叫做 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 完 全 类 似 于 双 线 性 
函数 ,对 含有 上 自 变 拓 量 x,,x,,… ,x 的 多 线性 标量 冰 数 p (x,*…,xi) 
可 以 写作 

(Xi Kir, 3 人) 一 iii TT TK 
其 中 汇 是 xj 的 坐标 。 Paizis 由 下 式 决 定 
ii Ce， ez， ***, C4) 
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并 按 式 (5 一 33) 变 换 。 它 构成 一 个 天 阶 起 变 张 量 。 


5.3 ” 张 量 的 一 般 概念 


在 35.1 中 曾 指出 : 对 固定 的 矢量 x, 全 的 坐标 是 按 规律 式 (5 
一 12) 而 改变 的 , 即 
ji 一 Cl (5 一 34 ) 
在 一 般 的 情况 下 , 设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 出 以 一 个 指标 编号 的 
ni 个 数 T,T,*",T’", 并 且 在 坐标 变换 时 ， 它们 是 按 下 列 规 律 
T"=oa:T’ (5 一 35) 
改变 的 , 则 称 所 给 的 是 一 个 一 阶 逆 变 张 量 。 
工 叫 做 这 个 张 量 的 坐标 。 
逆 变 张 量 的 坐标 T' 的 变换 , 是 借助 于 基 矢 量 ei 变 换 和 矩阵 《ci 
的 转 置 道 逢 阵 (at) 实现 的 。 因 此 , 任 一 固定 矢量 x 的 坐标 x 构成 
一 个 一 阶 逆 变 张 量 。 而 且 反 之 亦 真 。 
显然 ,次 道 变 张 量 Ti** 的 定义 可 以 仿照 次 协 变 张 量 
Ti 的 定义 一 样 给 出 。 不 同 的 是 下 列 变 换 规律 
Tt = aligl.. giT iii (5—36) 
代替 了 变换 规律 式 (5 一 33)。 即 对 每 一 个 指标 重复 规律 式 (5 一 
35)。 
在 给 出 张 量 的 一 般 定 义 之 前 ,让 我 们 看 一 个 非常 重要 的 例子 。 
设 有 一 规律 皂 , 使 空间 内 每 一 个 矢量 x 对 应 于 一 个 定 天 量 


也: 
y 一 Xx (5—37) 
并 且 小 是 x 的 线性 函数 , 亦 即 对 任意 的 X19X29 江 ， 人 能 满足 条 件 : 
1 (x 十 2) 一 Wx 十 3 x， (5—38) 
ACAx) = AEX (5 一 39 ) 


则 称 这 一 规律 为 仿 射 量 中 。 
现 考察 导 的 坐标 变换 规律 。 设 矢量 允 e, 按 基 天 量 的 展开 为 
afe, = aie, (5—40) 
注意 到 x = zx'e;, 并 利用 仿 射 量 的 线性 特性 ,我 们 有 
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y 一 如 xx 一 中 (zei) 一 ZIei 一 Zatei 


y= y’e; 
比较 上 面 两 个 展开 式 , 我 们 得 到 
.7 = aix' (5—41) 


于 是 , 和 天 量 随 数 y 的 坐标 , 可 用 目 变 天 量 x 的 坐标 及 系数 
线性 表示 。 我 们 把 这 些 系数 中 叫做 仿 射 量 虹 的 坐标 。 在 新 坐标 
系 中 有 

-Wei = aiey (5— 42) 
利用 公式 / 
和 公式 (5 一 40)， 我 人 有 
Ye, = A (oe;) 一 offe; 一 aiaie 

上 式 与 式 (5 一 42) 比 较 , 使 新 坐标 系 相间 基 矢 量 的 对 应 系数 相 

等 。 得 
ai = Qha! a? (5—43) 

这 就 是 仿 射 量 坐 标的 变换 规律 。 它 告诉 我 们 , 下 指标 是 按 公 
式 (5 一 25) 参与 变换 的 , 亦 即 和 协 变 的 情形 一 样 ; 而 上 指标 是 按 公 
式 (5 一 35) 参与 变换 的 , 亦 即 和 道 变 的 情况 一 样 。 因 此 ,在 每 一 坐 
标 系 中 , 所 给 的 仿 射 量 的 坐标 的 集合 af ， 叫做 一 阶 协 变 一 阶 赣 变 
的 张 量 。 

再 看 一 个 重要 特例 ; 当 仿 射 量 表示 恒 等 变换 时 , 即 

y 二 对 x 二 x 
时 ,因而 凡 二 *。 把 它 与 式 (5 一 41) 比 较 , 则 在 任 一 兴 标 系 中 有 
pi 二 01 二 1 (天 7) 
1 (1 一 J) 

于 是 这 个 一 阶 逆 变 一 阶 协 变 张 量 , 在 任 一 坐标 系 中 具有 同样 
的 一 些 坐标 4 。 这 个 张 量 叫做 单位 张 量 。 实 际 上 ,从 公式 (5 一 
43) 的 右边 有 

aiiai6i = aoloi = 
这 说 明 而 确实 满足 变换 规律 式 (5 一 43) 并 保持 不 变 的 。 
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最 后 ,我 们 给 出 张 量 的 一 般 定 义 如 下 : 

设 在 每 一 坐标 系 中 , 给 出 以 个 下 指标 及 /个 上 指标 而 编号 
的 ww 下 个 数 Tiw2iiz! ,并 且 在 坐标 系 变 换 下 ,它们 是 按 下 列 规律 而 改 
变 的 

TR 一 gait,, Oilot oe tT (5—44) 

则 称 所 给 的 是 一 个 次 协 变 / 次 洲 变 的 x 十 7 阶 混合 张 量 。 

这 里 的 下 指标 因 所 记 的 位 置 有 第 1, 第 2,…, 第 位 的 不 同 而 
彼此 相 区 别 ; 同样 各 个 上 指标 亦 因 位 置 的 不 同 而 相 区 别 。 所 有 这 
些 指标 都 可 独立 地 取 遍 1，2，…，,z 诸 值 。 我 们 把 数 到 天 :过 叫做 这 
个 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 指 标的 总 数 * 十 ! 叫做 张 量 的 阶 
数 。 

及 :可 以 独立 地 给 以 任意 的 值 0，1，2，…。 看 (一 不 一 0， 
这 就 是 零 阶 张 量 , 它 只 有 w= 二 1 个 分 量 T。 这 就 是 过 去 我 们 所 熟 
悉 的 标量 。 它 是 个 不 变量 , 即 在 任何 坐标 系 中 ,工具 有 相同 的 一 个 
数值 。 


震 张 量 满足 等 式 
Ta 一 工 ， T 一 T* (5 一 45) 
则 分 别称 为 二 阶 对 称 协 变 张 量 、 二 阶 对 称 逆 变 张 量 。 
者 张 量 满足 等 式 


Ti = — Ts IT 一 一 工 
则 分 别称 为 二 阶 反 对 称 协 变 张 量 、 二 阶 反对 称 逆 变 张 量 。 
对 称 及 反对 称 的 性 质 是 张 量 的 一 个 固有 特性 。 这 一 特性 在 坐 
标 系 变换 下 是 不 变 的 。 事 实 上 , 设 := 土 1。 由 假设 我 们 有 
T* = eT™ 
因为 
T'* = otatT*— aioteT™ 
所 以 
T= eT 
同 理 可 证 ,大 Ta 二 eT, 则 有 Tow 二 eTuw。 
不 难 推 证 ,混合 张 量 Tt 没有 对 称 或 反对 称 这 一 固有 特性 。 
上 述 讨论 的 这 些 结 果 , 不 难 推广 到 高 阶 张 量 对 属于 同 变 性 的 
( 即 都 在 上 面 或 都 在 下 面 的 ) 两 个 指标 的 对 称 性 或 反对 称 性 。 也 能 
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推广 到 任意 阶 张 量 对 都 属于 同 变 性 的 多 于 两 个 指标 的 对 称 性 及 反 
对 称 性 。 


3 5.4 张 量 的 代数 运算 

一 ”上 张 量 的 加 法 

设 给 出 两 个 具有 同 数 个 上 指标 和 同 数 个 下 指标 的 同类 张 量 。 
例如 Ti, 与 Sg 。 这 是 两 个 三 次 协 变 及 二 次 道 变 的 五 阶 混合 张 
量 。 在 每 一 坐标 系 中 , 把 第 一 个 张 量 的 每 一 个 分 量 加 上 第 二 个 张 
量 的 对 应 坐标 ,并 取 其 结果 作为 新 张 量 的 分 量 

R$, 二 TH, 十 SY 

叫做 T%, 与 S55, 之 和 。 

不 难 证 明 , R5, 服 从 张 量 的 变换 规律 。 事 实 上 ,在 坐标 系 变换 
时 , 设 


因为 
Ty = Qa) ayaga Ty 
Sd = at gf ayayarSy, 
故 有 
Ri = otoianay oanRy, 
显然 ,多 于 两 个 的 同类 张 量 相 加 ,结果 得 到 的 仍然 是 个 完全 确 
定 的 同类 张 量 。 
例 1 两 个 道 变 矢 量 之 和 就 是 两 个 一 阶 道 变 张 量 之 和 。 
设 a 和 bb 在 基 e。: 下 的 第 ;个 分 量 分 别 为 和 六 , 则 
a 二 b=c! 
就 是 和 矢量 c =a 十 b 在 基 e; 下 的 第 i 个 分 量 。 
必须 指出 : 张 量 的 加 法 运算 关于 坐标 变换 是 不 变 的 。 亦 即 ,在 
， 某 一 坐标 系 中 ,一 个 等 于 某 些 张 量 之 和 的 张 量 ,在 其 它 任 一 坐标 系 
中 仍 等 于 这 些 张 量 之 和 。 
例 2 任何 一 个 二 阶 张 量 , 都 可 以 表示 为 一 个 二 阶 对 称 张 量 
与 一 个 二 阶 反对 称 张 量 之 和 , 且 此 表示 是 唯一 的 。 
证 明 以 二 阶 协 变 张 量 为 例 , 设 
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”其 中 
Bj=B; Cy,=—0, 
则 
A, 十 A -一 (Bi 十 4 十 (Bi 十 Cji) 一 2B,, 
Aj— Aj= (B+) 一 (Bi 十 CD 一 2C， 
所 以 


B, 二 方 (4 十 4)) Cy = 方 (4y 一 hy) 
好 Br 和 Co 由 4 唯一 确定 。 


作 
By 一 配 (4 十 4 Ci 一 了 (4 一 4) 
本 9 1 71 1 7 1 2 
所 以 / 
A,; = Bij; 十 Ci 
而 且 
B,, -一 万 (Ah, 十 Aj;) 一 本 (4 十 4,;) -一 Bj;; 
0 一 4 一 4 一 4 一 4) 一 一 Cn 
1 2 1 Jt 9 1t 1 jt 
证 毕 。 | 
二 ” 张 重 的 乘法 


乘法 与 加 法 不 同 , 对 任何 类 型 的 张 量 都 可 以 进行 乘法 运算 。 
但 必须 指出 各 个 乘 数 的 次 序 , 因为 相 乘 的 结果 不 但 与 各 个 乘 数 有 
关 , 而且 与 它们 的 次 序 也 有 关 。 
如 在 一 定 次 序 下 给 出 的 张 量 Ti 与 si 的 乘积 是 这 样 定义 的 ， 
在 每 个 坐标 系 中 , 将 第 一 个 张 量 的 每 一 个 坐标 乘 上 第 二 个 张 
量 的 每 一 个 坐标 , 并 取 所 得 的 乘积 TisS; 作为 新 张 量 的 坐标 R 闪 。 
同时 把 这 些 分 量 编排 如 下 :在 下 面 先 写 第 一 个 乘 数 的 下 指标 ,然后 
号 第 一 个 乘 数 的 下 指标 "并 保留 其 原来 的 次 序 ,又 以 辣 樟 的 方 流 编 
排 上 指标 。 
所 得 的 张 量 R, 叫做 张 量 T5 与 $i 的 乘积 ， 现 证 明 在 每 一 坐 
标 系 中 所 确定 的 数 
Ri 一 Ti Si (5 一 46) 
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是 一 个 张 量 的 分 量 。 为 此 , 先 写 出 各 乘 数 的 变换 规律 
Ts = at ofag Ti 
Si = ay arS; 
上 面 等 式 两 边 分 别 相 乘 ,并 注意 到 
Ri 一 TioS 
最 后 得 四 
Ri = oi ai apagay Ry, (5—47) 
十 式 表 明 , 在 任 一 坐标 系 中 , 由 式 (5 一 46) 算出 的 R%, 总 是 同 
一 个 张 量 的 分 量 。 即 乘法 运算 的 确 可 以 决定 一 个 新 的 张 量 。 
上 述 一 切 ,对 多 个 张 量 连 乘 也 是 适用 的 。 
必须 注意 : 张 量 乘法 是 不 符合 交换 律 的 。 事 实 上 ,如 
民风 = S5T;， 
与 由 式 (5 一 46) 所 确定 的 R35, 的 对 应 分 量 并 不 相等 。 
最 后 ， 衣 们 看 这 笠 的 一 个 例子， T' 与 Sj 之 积 为 Rj; 二 T'S,。 在 
8$ 5. 3 中 知道 , R; 总 可 以 看 作 一 个 仿 射 量 对 : 
y 二 对 x y' = Ry?’ 
于 是 六 = TS 。 在 8$5.2 中 知道 ，Sjzi 总 可 以 看 作 矢 量 x 的 一 个 
线性 标量 也 数 9g (x)。 有 所 以 
y' = T'p(x) 
而 T 总 可 看 作 一 个 固定 矢量 工 的 分 量 , 故 最 后 得 到 
y= Xx = To(x) 
于 是 , 仿 射 量 作用 在 自 变 矢量 x 时 ， 便 产 生 定 矢量 与 线性 标量 


” 函数 p(x) 的 乘积 。 


三 ” 张 量 的 幼 并 

在 张 量 代数 的 运算 中 , 除了 加 法 、 乘 法 两 种 运算 外 , 还 有 叫做 
缩 并 的 一 种 独特 运算 。 

现 考 察 一 个 有 协 变 指 标 及 道 变 指 标的 张 量 。 例 如 T%* 。 先 指 
定 任 一 个 上 指标 ,例如 第 二 个 ,及 任 一 下 指标 ,例如 第 一 个 ; 表 从 张 
量 的 分 量 中 选 出 使 所 指定 的 两 个 指标 具有 相同 的 值 1，2,… ,25 然 
后 对 其 余 指 标 固定 下 的 这 些 分 量 作 总 和 

Tr 十 T 六 十 十 Tw 二 Tr (5—48) 

或 记 作 
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ContrT 一 Timk — TH 《5- 一 49 ) 
这 种 运算 叫做 张 量 的 缩 并 。 

可 证 在 每 一 坐标 系 中 , 由 式 (5 一 49) 所 决定 的 数 T+ 是 同一 个 
张 量 的 分 量 , 它 比 原来 的 张 量 减少 了 两 阶 ,，( 道 变 和 协 变 各 减少 一 
阶 ) 。 事 实 上 , 原 张 量 的 变换 规律 是 

Tt = ot ay ot ayray TH 
令 产 二 p' = mw! 并 对 m' 作 总 和 ,得 
Ti = gia” at ora Ti 
但 是 ,已 知 
a ua 一 03 
于 是 
Th ~— a! ok odoIT 
注意 到 8 的 性 质 , 在 总 和 中 仅 保 留 ?=7 各 项 。 而 6 一 1， 所 
以 因子 下 可 以 不 写 出 。 最 后 有 
Tt 一 aiat QT 
利用 记号 式 (5 一 49), 则 有 
Tit = aiat anTH 
上 式 说 明 Ty 是 一 个 新 的 三 阶 混合 张 量 。 

加 法 运算 产生 的 是 同类 张 量 , 乘法 运算 一 般 产生 比 乘 数 的 阶 
数 高 的 张 量 , 而 缩 并 运算 ,结果 产生 比 原 张 量 的 阶 数 减少 二 次 。 由 
比 ， 只 要 张 量 原来 的 上 下 指标 个 数 相同 , 那 末 , 重复 缩 并 适当 次 数 

后 ,结果 可 得 到 一 个 不 变量 。 

例 3 设 有 一 张 量 4;，, 它 总 可 以 对 应 于 一 个 仿 射 量 吐 ,利用 
缩 并 ,由 它 产生 一 个 不 变量 : 

a 二 Qt 二 十 0 十 十 a 
它 叫 做 虹 的 痕迹 。 

在 张 量 运算 中 , 最 常 遇 到 的 运算 是 乘积 与 缩 并 同时 进行 。 例 

如 ,线性 标量 函数 ” (x) 的 写法 

PX) 一 Pi 
现在 可 看 作 由 张 量 mw: 与 张 量 一 相 乘 然后 缩 并 而 得 到 。 同 理 ,， 双 线 
性 标量 肾 数 的 写法 


wx, y) = gir'y’ 


可 看 作 张 量 pw?、y' 相 乘 然后 对 指标 i、p 及 j.g 两 次 缩 并 的 结果 。 
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商定 则 
如 所 周知 , 如 果 T; 与 S* 都 是 张 量 的 分 量 , 由 此 , 经 过 相 乘 、 
缩 并 的 运算 后 而 得 到 的 
T5SH 一 有 R; 
也 是 一 个 张 量 的 分 量 。 反 之 , 如果 S” 与 R' 都 是 张 量 的 分 量 , 试问 
Tn 是 否 为 张 量 的 分 量 ? 关于 这 点 ,有 下 面 定 理 
商定 则 :” 设 在 
TSH 一 及， 
中 ，S#* 为 任意 张 量 的 分 量 时 , R' 总 是 张 量 的 分 量 , 则 T 也 是 张 量 
的 分 量 。 | 
证 明 : ” 作 坐 标 变换 时 , 设 T;、S*、R' 分 别 为 Tyw、S**、R'， 则 
TS 一 R ~oaiR'i=aiTi,S’ 


此 外 ,因为 
人 有 ai'at Si 
故 得 
Taooay atS+ 一 of TiS 
印 
(Tea7 ot -一 oi T)S7 — 四 (5——50) 

由 于 上 方程 对 任意 的 S* 成 立 , 故 有 | 

Toy ok = oaiT’, (5—51) 
或 得 

Ti 一 ojatT (5—52) 


由 此 可 知 , T; 是 一 个 张 量 的 分 量 。 

上 面 我 们 只 对 三 个 特殊 类 型 的 张 量 讨论 了 定理 的 证 明 , 但 对 . 
一 般 情况 显然 定理 也 是 成 立 的 。 同 时 作为 上 述 定 理 的 特例 , 常用 
下 面 的 定理 : 

定理 当 a.bi.c* 分 别 为 三 个 完全 任意 的 协 变 与 递 变 矢量 的 
分 量 时 ， 

Tyaib’e” 

总 是 零 阶 张 量 , 则 T; 是 一 张 量 的 分 量 。 

当然 ,这 个 定理 对 于 一 般 类 型 的 张 量 也 是 成 立 的 。 

商定 则 是 用 来 确定 一 组 量 是 否 构成 张 量 分 量 的 一 种 比较 简单 
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而 间接 的 检验 法 。 它 在 今后 的 张 量 理论 中 常用 到 。 

五 ”指标 置换 的 运算 

最 后 ,我 们 介绍 张 量 的 一 种 最 简单 的 运算 , 它 叫 指标 置换 。 设 
有 任 一 张 量 , 例如 To 。 我 们 不 改变 这 个 张 量 的 坐标 本 身 , 而 只 用 
” 另 一 种 方式 对 它 的 指标 编号 。 从 T3, 便 得 到 一 个 同样 类 型 的 张 量 
Sy, 。 假 定 每 一 下 指标 作 这 样 的 编号 :使 原来 的 第 一 个 记 在 第 二 个 
位 置 上 ,第 二 个 记 在 第 三 个 位 置 上 ,第 三 个 记 在 第 一 个 位 置 上 。 可 
用 公式 表示 如 下 

SY, = TY, 

由 张 量 的 定义 便 可 知道 85, 与 15, 是 不 同 的 两 个 张 量 。 此 
时 ,我 们 说 张 量 S5, 是 从 张 量 T3, 用 指标 置换 而 得 的 。 

一 般 , 可 作 下 指标 的 任意 置换 , 同时 又 可 作 上 指标 的 任意 置 
换 。 但 是 ， 上 指标 与 下 指标 是 不 能 相互 置换 的 。 由 于 上 指标 与 下 
指标 在 坐标 系 变换 下 的 性 状 各 不 相同 ,所 以 ,这 种 置换 的 结果 已 不 
再 是 一 个 张 量 了 。 z 

张 量 指标 置换 运算 的 意义 ,可 以 从 下 面 两 种 运算 中 体现 出 来 。 

对 称 的 运算 , 它 是 按 下 面 方法 进行 的 :从 已 知 张 量 的 同类 指标 
中 任 选 NN 个 , 对 它 进行 N! 个 不 同 置换 , 并 取 所 得 的 WN! 个 张 量 的 
算术 平均 值 。 

当 N 一 1 时 , 它 不 改变 张 量 , 这 时 置换 只 有 一 种 一 一 恒 等 置 
换 。 | 

当 WN 一 2 时, 我 们 考察 张 量 T,, 这 里 只 把 参与 对 称 的 指标 写 
出 ,其 余 的 指标 均 未 写 出 。 对 称 的 结果 记 作 

工人 = 方 (Ty 汗 Tji) 
即 把 参与 对 称 的 指标 放 在 圆 括号 内 。 

当 和 一 3 时 , 我 们 把 所 作出 的 六 个 置换 取 其 算术 平均 值 , 便 
让 | 
Tew = Tort Tis Tas + Ti Piss + Ths) 

同 理 , 对 任意 个 可 对 称 的 指标 可 进行 对 称 法 。 对 上 指标 同样 
可 进行 对 称 法 。 
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若 一 个 张 量 在 转 置 其 任意 两 个 已 知 指标 (必须 是 同类 的 ?时 并 
不 改变 , 我 们 就 称 这 个 张 量 关 于 某 几 个 已 知 指标 是 对 称 的 。 对 称 
法 结果 所 得 的 张 量 显然 是 关于 参与 对 称 的 那些 指标 为 对 称 的 张 
量 ， | 
轮换 的 运算 , 它 是 这 样 进行 的 :从 已 知 张 量 的 同一 类 指标 中 任 
选 N 个 , 对 它 进行 N! 个 不 同 的 置换 ; 对 侦 数 次 置换 取 正 号 , 而 对 
奇数 次 置换 取 负 号 ,最 后 取 所 得 的 N! 个 张 量 的 算术 平均 值 。 
当 NW = 二 1 时 ,只 有 一 个 恒 等 置 换 , 它 不 改变 张 量 。 
当 N= 二 2 时 ,轮换 结果 得 
Tapn 一 本 (CT — Tj) 
即 把 参与 轮换 的 指标 放 在 方 括号 中 。 
当 N 一 3 时 ,得 | 
Tiijn 一 CT + Tt Ta — Ta — Tisi — Ty) 
若 一 个 张 量 在 转 置 其 任意 两 个 已 知 指标 时 , 即 乘 上 负 1, 我 们 
称 这 个 张 量 关于 某 几 个 已 知 指标 (必须 是 同类 的 ) 是 斜 对 称 的 。 例 
如 , 二 阶 协 变 张 量 , 它 的 坐标 形成 一 个 斜 对 称 和 矩阵 , 就 是 这 样 的 张 
量 : 
TI — 1; 
又 如 ,三 阶 协 变 张 量 而 具有 下 列 性 质 的 | 
Tax= T= Ti= ~ Ta=— T= — Ta (5—53) 
显然 , 轮换 的 结果 , 总 可 以 得 到 一 个 这 样 的 张 量 ; 它 是 关于 参与 轮 
换 的 指标 的 斜 对 称 张 量 。 
大 一 张 量 关于 已 知 各 指标 是 斜 对 称 的 ， 则 对 这 些 指标 的 轮换 ， 


并 不 改变 其 结果 。 如 具有 性 质 式 (5 一 53) 的 Tu ,显然 有 
Ten = Ti 


: 同时 , 也 不 难 验证 : 若 斜 对 称 张 量 的 指标 中 , 至 少 有 两 个 具有 
相同 的 值 时 , 则 所 对 应 的 坐标 为 零 。 


5.5 张 量 场 
至 今 ,我 们 所 讨论 过 的 都 是 一 些 个 别 的 张 量 。 而 通常 ,几何 与 
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物理 的 问题 都 需要 研究 张 量 场 。 因 为 被 考察 的 几何 对 象 常常 是 因 
点 的 不 同 而 改变 的 ,而 物理 对 象 常常 与 时 间 和 空间 有 关 。 
若 对 每 一 点 凡 给 出 一 个 已 知 类 型 的 固定 张 量 
Ti = Ti M) (5—54) 
则 称 所 给 的 是 4 维 空间 内 的 一 个 张 量 场 TH。 
张 量 场 可 以 不 在 整个 空间 给 出 ,而 仅仅 在 某 个 4 维 区 域 上 (其 
至 仅 在 某 一 个 m 维 曲面 上 ,特别 是 在 曲线 上 ) 给 出 。 
若 把 空间 放 在 一 个 固定 的 坐标 系 上 , 则 式 (5 一 54) 可 改写 成 函 
数 关 系 式 
Ti (5 一 55) 
式 中 zx,…,z* 是 点 M 的 坐标 。 假 定 这 个 函数 是 连续 可 微 至 足够 
次 数 的 。 
例 4 两 个 张 量 场 Ti(M)、Si(M) 的 加 法 , 就 是 把 在 每 一 点 
M 的 这 两 个 张 量 所 确定 的 两 个 张 量 相 加 而 作出 新 的 张 量 场 
R;:(M ) 一 T;:CM) 十 Sy:CM) 
关于 张 量 代 数 的 其 它 一 切 运 算 也 是 同样 的 。 但 必须 假定 参与 
运算 的 张 量 都 在 同一 个 区 域 上 有 定义 。 
此 外 , 在 张 量 场 中 还 有 一 个 不 变 的 运算 一 一 绝对 微分 。 设 在 
张 量 场 Ti 的 定义 域 D 上 引 一 曲线 
太一 人 (人 < 上 妇 《5 一 56 ) 
并 设 x'() 至 少 是 一 次 连续 可 微 的 。 沿 这 一 曲线 的 张 量 Ti 汶 的 坐 
标 是 参数 :的 复合 函数 。 于 是 这 些 函 数 在 曲线 上 的 微分 是 


dT = > Pr dz (5- 一 57 ) 
可 证 ，dTi 汉 是 一 个 与 TH: 交 同 类 型 的 张 量 。 实 际 上 ,因为 
TCM) = ol ola tT M) (5 一 58) 
由 于 o… a.…, 的 为 常数 。 故 上 式 对 上 微分 得 
IT aaT 
这 就 是 要 证 明 的 结论 。 张 量 4I5 迪 叫做 张 量 区 的 绝对 微分 张 


量 。 
现 考察 在 每 一 点 M 上 函数 式 (5 一 55) 关 于 各 自 变量 的 偏 导数 
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的 集合 ,并 引入 记号 
V Ti = i z (5—59) 

可 证 ，Y i;T 检 光 是 一 个 与 原来 张 量 有 相同 个 数 上 指标 , 而 比 原 
来 张 量 多 一 个 下 指标 的 张 量 。 事 实 上 , 因为 点 M 的 位 置 可 用 有 旧 坐 
标 z', 也 可 用 新 坐标 xz' 来 决定 。 故 式 (5 一 58) 各 项 可 看 作 z’ 的 函 
数 , 也 可 看 作 z' 的 函数 。 

式 (5 一 58) 各 项 对 zx' 微分 ,得 

aT je ， ， 3 工 ji 


1 上 Jlose 21 【是 起， 一 
A A 


37 4 2 六 
加 i OTI or 
Na gr dr" 
在 后 一 式 中 关于 i 作 总 和 ,又 因 
71' = ir 
故 
dx 
dx 
因而 上 述 结果 又 可 改写 为 


VT = ea YT 
上 式 表明 ， 了 :Tit 确实 按 张 量 的 规律 而 变换 。 我 们 把 它 叫 
做 原 张 量 的 绝对 导 函 数 。 它 也 构成 一 个 张 量 场 。 


$5.6 1 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 代数 
一 ” 度 规 张 量 
若 在 ， 维 仿 射 空间 中 , 预先 给 定 关于 自 变 矢 量 x、y 的 一 个 永 
远 固 定 的 双 线 性 标量 函数 p(x,y) ,使 它 满足 对 称 条 件 


px,y) = p(X, y) (5—60) 
及 非 退 化 条 件 ; 即 对 每 一 个 x 关 0 可 找到 一 个 y 使 
p(x, yy) 天 0 (5—61) 


则 称 此 仿 射 空间 为 上 维 欧 氏 宇 间 。 
天 量 xy 的 这 个 函数 叫做 它们 的 标 积 , 并 简 记 作 xy 或 (x，?y) 


[以 代替 mg (xy)]。 矢 量 x 的 标量 平方 由 下 式 定 义 
XxX’ 一 XX (5——62) 


若 两 个 矢量 x、y 的 标 积 为 零 
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xy 一 0 (5—603) 
时 , 则 称 这 两 个 天 量 为 正 交 的 。 
我 们 称 ~ w 为 矢量 x 的 长 ,并 记 作 
|x | = /x (5—64) 
两 个 矢量 的 标 积 具有 如 下 性 质 
(Xi x y) 一 (xyh) 十 《x:y，y) 
(Ax, y) = A(x, y) 
当然 ,关于 第 二 个 矢 贡 也 具有 同样 的 这 些 性 质 。 若 对 两 个 矢量 x、 
y 的 标 积 xy 只 能 取 实 数 , 生 对 任 一 矢量 x 了 关 0 时 有 
x >0 . 
则 我 们 称 所 讨论 的 欧 氏 僵 间 为 真 欧 氏 空间 。 于 面 我 们 讨论 的 问题 
都 是 在 这 种 空间 中 进行 的 。 
我 们 知道 , 给 定 一 个 双 线 性 标 函 数 pg (x, y) 相当 于 给 定 其 系 
数 所 组 成 的 二 次 协 变 张 莉 gy; 
Pi; = Pi, 7) px, y) = Pry 
特别 , 在 标 积 xy 的 情况 下 , 系数 的 张 量 记 作 9,;、 并 称 它 为 欧 
氏 空 间 中 的 度 规 张 量 。 于 是 相应 地 有 
gi 一 eie; (5 一 55) 
XY 一 gir'y’ (5-—66) 
因而 度 规 张 量 的 分 量 是 基 矢 量 的 标 积 。 特别 当 y = x 时 , 我 们 得 
到 天 量 x 的 标量 平方 。 它 可 用 二 次 形式 表示 为 


xX’ 一 9 《5 一 67 ) 
由 于 标 积 的 对 称 性 
Xy 一 yx 
我 们 有 
gj gi (5—68) 


非 退 化 条 件 告 诉 我 们 ， 不 存在 矢量 x 关 0 与 空间 内 一 切 矢量 都 正 
xX。 

如 果 假 定 这 个 条 件 不 满足 ( 即 发 生 度量 的 退化 ), 则 存在 这 样 
的 一 个 矢量 x 关 0, 使 对 于 任 一 个 矢量 y 有 


xy=0 
即 对 任意 的 ,六 ,…,y 有 
giz'y’ = 0 (5—69) 
这 就 意味 着 的 系数 应 为 视 
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0 一 0 (5—70) 
又 因 x 关 0, 即 所 有 的 x 不 同时 为 零 。 所 以 含有 nn 个 未 知 数 xz 的 
个 线性 齐 次 方程 组 (5 一 70) 有 非 零 解 。 这 就 要 求 
Det|g;,| 一 (5—71) 
有 反之, 奋 式 (5 一 71) 成 立 , 则 可 找到 方程 组 (5 一 70) 的 非 零 解 
zzao 对 于 它 , 等 式 (5 一 69) 对 任意 的 六 ,… ,yr 都 能 成 立 。 结 
果 矢 量 x 将 与 所 有 的 y 都 正 交 。 于 是 发 生 度 量 的 退化 。 
所 以 , 度量 退化 的 充 要 条 件 是 Det1gi| =0。 因 而 , 非 退 化 的 
条 件 就 相当 于 
Det|g;;| 0 (5—72) 
如 果 条 件 (5 一 72) 在 一 种 坐标 系 中 满足 , 则 必 在 任 一 坐标 系 中 “ 
也 能 满足 。 事 实 上 , 因 9 的 变换 规律 具有 形式 / 
gi 一 06000795 
若 把 矩阵 (95) (go 中 的 前 一 个 指标 看 作 列 的 号 码 , 把 (at') 
中 的 下 标 看 作 列 的 号 码 , 而 把 (oj) 的 上 标 看 作 列 的 号 码 ; 于 是 和 失 
阵 (gu) 是 依次 把 矩阵 (as)、(gij)、(a4) 连 乘 而 得 的 。 结 果 有 
Det|gi| = (Det |at'| )’Det | go | (5—73) 
亦 即 ，Det |9;| 是 权 为 2 的 相对 不 变量 。 显 然 , 当 它 在 一 种 坐标 系 
中 为 零 ( 或 不 为 零 ) 时 , 则 在 任 一 坐标 系 中 也 必 有 相同 的 结果 。 
现 作 (gy;,) 的 道 矩 阵 (g*)) 。 由 对 称 的 条 件 知 (g") 是 一 对 称 
矩阵。 又 由 非 退 化 的 条 件 知 ,这 样 的 道 阵 是 存在 的 。 | 
我 们 要 证 明 ，g* 是 二 次 道 变 张 量 的 分 量 。 事 实 上 , 因为 矩阵 . 
(g”7) 是 矩阵 (9;;) 的 道 阵 , 故 有 


ggjt = oi (5—74) 
当 变 到 新 坐标 系 时 ,我 们 假设 有 
gig = Oh 


因 9; 是 协 变 张 量 的 分 量 , 所 以 
gi 一 ajangi 
代入 上 式 得 / 
ajoaiging'’ = ot 
上 式 两 边 乘 路, 并 关于 心 求 总 和 ,得 
oat ajhaligig’’ = 0 0 
6rajgi9'! = ap 


上 式 又 关于 % 求 总 和 ,得 
: / 157 


ojgjg’ = 0 
上 式 两 边 乘 g*, 而 关于 p 求 总 和 ,得 
039j29g2 全 = Apg’ 
a46%g' = og 
上 式 对 jy 求 总 和 ,得 | 
0%g' 一 opg” 
再 向 上 式 两 边 滋 以 ol ,并 关于 & 求 总 和 ,得 
a ogg 一 0 org’? 
S97 = oy org 
上 式 关 于 8 求 总 和 ,得 
g' "=aiayg" 
因此 ，yg" 的 确 是 一 个 逆 变 张 量 的 分 量 。 并 把 gq" 叫做 与 协 变 张 量 
9 共 轿 的 北 变 张 量 。 
二 ”指标 的 上 升 与 下 降 
仿 射 空间 中 的 张 量 运 算 , 对 欧 氏 宇 间 仍旧 可 用 。 但 这 时 还 出 
现 一 种 新 的 运算 一 一 上 下 指标 的 互相 转移 。 
现在 证 明 在 网 氏 空 间 中 每 一 道 变 指标 可 以 “改作 ” 协 变 指标 。 
反之 亦 可 。 先 考察 一 阶 道 变 张 量 x 。 利 用 它 与 度 规 张 量 相 缩 并 
的 方法 ,可 以 “改作 ” 协 变 张 量 
Ts; = gij2’ (5—75) 
因为 欧 氏 空间 中 的 度 规 张 量 是 给 定 的 , 所 以 张 量 x’ 的 “指标 下 降 ” 
运算 是 单 值 地 确定 的 。 
反之 , 任 一 个 一 阶 协 变 张 量 x;, 利用 号 逆 变 度 舰 张 量 的 相 儿 


并 方法 ,可 以 “改作 ” 逆 变 张 量 。 | 
太一 gx, (5—76) 

这 个 “指标 上 升 ”的 运算 也 是 单 值 地 确定 的 。 
我 们 知道 , 道 变 张 量 的 坐标 二 总 可 以 看 作 某 一 个 矢量 的 分 量 


xX 一 Xie， 
而 


ti = ir = (ei, €))7 一 《〈eiy iei) 一 Xei 


因此 , 对 矢量 x 的 分 量 xz! 的 指标 下 降 , 实质 上 是 这 一 矢量 与 
基 矢 量 的 标 积 。 这 些 标 积 叫做 矢量 x 的 协 变 坐标 zi。 
对 高 阶 张 量 , 按 公式 (5 一 75)、(5 一 76), 可 使 人 任 一 个 ) 指标 下 
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降 或 上 升 。 但 必须 变更 欧 氏 空间 内 张 量 的 指标 编号 法 。 即 把 上 下 
指标 的 位 置 编排 在 一 个 集合 内 ,使 每 一 个 号 码 仪 对 应 一 个 指标 ;在 
上 面 或 者 在 下 面 。 例如 , 耕 第 三 个 指标 在 上 面 , 则 在 下 面 的 第 三 个 
位 置 是 “ 空 的 ”, 并 在 这 里 记 上 一 点 。 反 之 也 是 这 样 。 如 Ti; i" , 它 
表示 第 一 、 二、 四 个 指标 是 协 变 的 , 而 第 三 个 指标 是 逆 变 的 。 如 果 
升 望 把 第 一 个 指标 * 上升”, 于 是 得 

下 IT 
同 理 , 震 把 上 指标 下 降 , 则 得 

Tiax "= gw 

现在 看 一 个 重要 的 例子 : 上 升 gi; 的 第 二 个 指标 ， 则 得 到 单位 

张 量 


“车 再 上 升 它 的 下 标 , 则 得 
9 .一 gg 
因此 , 当 gi 的 两 个 指标 都 上 升 时 , 便 得 到 一 个 逆 变 的 度 规 张 量 。 
叉 如 , 仿 射 量 y = 计 x 是 由 张 量 忆 而 决定 , 则 
Y' = a 
当 指 标 i 下 降 时 ,有 
i = gipaY jy! = qijx! 
因而 仿 射 量 虹 也 可 用 二 次 递 变 张 量 ,来 决定 。 此 时 , 它 的 
分 量 所 构成 的 变换 矩阵 , 把 自 变 矢量 x 的 道 变 分 量变 到 秋 函 数 > 
的 协 变 分 量 上 。 
显然 ,指标 下 降 与 上 升 在 仿 射 空间 内 是 没有 任何 意义 的 。 


$ 5.7 仿 射 空间 中 的 曲线 坐标 及 其 张 量 
设 在 4 维 仿 射 空间 中 有 一 仿 射 坐标 系 加 (0,e,,…,e,)， 则 每 


点 用 的 秋生 OM 可 表示 为 
r — OM = ?7'e, (5—77) 
当 坐 标 系 变换 时 ,点 的 坐标 变换 为 
7 = air 二 oa’ (5——78) 
只 要 满足 条 件 
Detlai| 关 0 


则 其 系数 可 任意 选择 。 这 时 ,所 取 基 矢量 的 变换 关系 为 
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一 个 不 变 矢 量 x 的 坐标 所 受到 的 变换 为 
现 把 坐标 变换 式 (5 一 78) 推广 , 将 右边 x 的 线性 函数 代 以 满足 某 
些 条 件 的 “任意 ”图 数 。 这 就 是 在 第 四 章 中 曾经 讨论 过 的 曲线 坐 
标 。 

设 在 仿 射 空 间 的 某 一 个 w 维 连通 区 域 2 中 , 给 定 了 仿 射 坐标 
的 个 连续 可 微 的 单 值 沙 数 f(x,… ,x") (£ 二 1,…,n)。 利用 方 
程 / 
7 = fx, 1") (5—79) 
引入 新 的 变量 x ,x ,…,x"。 并 要 求 式 (5 一 79) 可 把 x' 单 值 地 表 
成 ”~ 在 它们 整个 变化 区 域 2 中 的 连续 可 微 的 函数 

Ti g(r ,1") 
此 时 我 们 把 变量 x* 叫做 仿 射 空间 区 域 2 中 的 曲线 坐标 。 

从 上 述 定义 可 知 , 8' 中 的 变量 与 8 中 的 仿 射 坐标 之 间 , 是 
由 可 道 的 、 双方 为 单 值 的 、 连 续 可 微 的 变换 相 联 系 着 的 。 而 fi、y; 
的 连续 可 微 是 指 具 有 一 直到 某 一 阶 数 入 的 连续 偏 导数 ( 数 Y 由 讨 
论 需 要 而 确定 )。 

必须 指出 ， 正和 逆 两 种 变换 的 雅 可 比 行列 式 均 不 为 零 

Det|2<| 天 0 Det| 9555| 关 0 (5—80) 


并 且 对 应 的 矩阵 是 互 逆 的 。 
事实 上 上 ，z ‘关于 自 变 量 ,x" 中 每 一 个 自 变 量 的 偏 导 ， 由 复 


合 函 数 的 求 导 法 则 给 出 
az dr dr , 
另 一 方面 ,又 因为 
。 D2 
本 一 0 
故 有 
gr gr 
dr" 9x7 7 


亦 即 , 矩阵 (3z'/9z* ) 与 (3x* /9x7) 的 积 是 一 单位 矩阵 。 所 以 , 这 
两 个 矩阵 是 互 逆 的 。 因 而 是 非 奇 弄 的 。 
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必须 注意 :如 果 我 们 用 条 件 
Det|2E;| 尖 0 05 一 8 六 
取代 式 (5 一 80) 的 可 北 性 要 求 。 那 末 即 使 式 (5 一 81) 在 整个 区 域 8 
上 能 满足 , 也 只 能 保证 在 区 域 中 每 一 点 的 某 一 个 邻 域 中 单 值 可 道 
性 ,而 不 能 保证 在 整个 区 域 8 中 的 单 值 可 道 性 ， 

还 应 指出 : 在 同一 区 域 中 ， 从 一 个 曲线 坐标 系 x' 变 到 男 一 个 
曲线 坐标 系 ” 所 要 求 满足 的 条 件 , 与 从 仿 射 坐标 zz 变 到 曲线 坐标 
xz" 所 要 求 满足 的 条 件 是 一 样 的 。 

在 曲线 坐标 系 中 , x' 用 x’ 来 表示 , 便 有 


r 一 OM = g(x ,***, 1" )ei (5— 82) 
或 简 记 为 
r=r(r ,rx") (5 -一 83) 
它 与 4 有 相同 次 数 的 连续 可 微 性 。 而 且 所 有 偶 导 数 
2 (5 一 84) 
or Ox 


在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 矢量 。 其 实 , 将 式 (5 一 82) 关于 x" 求 偏 


导数 ,得 
or _ 97, 


5 一 ne (5 一 85 ) 
因为 符 阵 (az /az ) 是 非 奇 异 的 。 所 以 式 (5 一 84) 线 性 无 关 。 
设 在 曲线 坐标 中 给 出 矢 径 天 数 
r 一 Y(z yz) (5 一 86) 


若 沿 曲线 上 只 有 一 个 坐标 zx' 在 变化 , 而 其 余 的 坐标 保持 常数 ， 则 
称 这 样 的 曲线 为 坐标 曲线 。 例 如 上 坐标 曲线 xz', 就 是 让 xz,…,z?* 固 
定 。 于 是 式 (5 一 86) 的 矢 径 > 变 为 一 个 变量 ” 的 函数 。 我 们 就 得 
到 以 > 为 参数 的 山 线 。 

这 样 一 来 , 通过 每 一 点 M, 有 一 条 而 且 只 有 一 条 坐标 曲线 > ， 
沿 着 它 ，z*,…,z" 固 定 地 取 在 点 M 的 值 。 偏 导数 ar/az 是 坐标 曲 
线 z' 的 切 和 拓 量 。 上 述 一 切 , 对 任何 坐标 曲线 x' 均 成 立 。 所 以 通过 
每 一 点 M ,有 条 具有 切 矢量 ar/9z' 的 坐标 曲线 。 并 简 记 为 


_ ar 
3 (5 一 87) 


而 这 ”个 矢量 是 线性 无 关 的 。 我 们 在 每 一 点 M 可 取 这 些 矢 量 为 
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基 天 量 。 于 是 , 在 区 域 9 中 给 定 了 曲线 坐标 , 就 在 每 一 点 M 引出 
一 个 完全 确定 的 仿 射 标 架 {4,，r，…，r,}。 这 个 仿 射 标 架 叫做 
点 好 的 局 部 标 淋 。 


当 我 们 取 仿 射 坐 标 作 为 曲线 坐标 的 特殊 情形 时 ,就 有 
oar 


i _ 
rr 一 Ye 六 ; 一 二 一 一 2， 


A7' 
此 时 每 点 的 局 部 标 染 基 矢 量 便 与 已 知 仿 射 坐标 系 中 的 基 矢 量 完全 
相同 。 
现 考 察 当 有 曲线 坐 标 受 到 变换 

ri (YL ,1 ) (5—88) 
时 ,局 部 标 架 所 发 生 的 变化 。 假 定 此 变换 是 单 值 可 首 的 , 且 双 方 连 
续 可 微 。 反 过 来 有 

Ti 7(r ,7 ) (5—89) 
就 可 把 方程 (5 一 86) 中 的 天 径 r 看 作 x' 的 复合 函数 。 于 是 , 关于 
z' 的 偏 导 数 有 


or rdgr: 
Jz” Oridr (关于 i 作 总 和 ) 
由 式 (5 一 87) ,最 后 得 到 
ar， 
a (5 一 90 ) 


因此 , 曲线 坐标 的 变换 在 每 一 点 W 引起 了 局 部 标 架 的 变换 。 
同时 ,新 的 局 部 标 架 的 基 矢 量 按 旧 标 架 的 基 矢 量 展 开 时 的 系数 为 


ar 

Fr 
， 

Det|3 宛 | 天 0 
把 式 (5 一 90) 和 以 前 的 仿 射 坐标 系 变 换 的 记 法 
六 ,| 一 qe, 

相 比 较 ,我 们 看 到 ,前 者 是 后 者 的 个 别 情形 ,此 时 

= (5—91) 


而 以 ri Tr, 代替 Ci Cil 0o 
现 考察 任 一 张 量 场 , 例如 Ti(M)。 我 们 知道 , 在 曲线 坐标 系 
中 ,每 一 点 M 产生 一 个 局 部 标 架 。 于 是 我 们 就 关于 这 个 标 架 来 取 
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张 量 Th(M) 的 坐标 。 这 些 坐 标 我 们 叫做 张 量 TCM) 在 已 知 曲 
线 坐 标 系 x' 中 的 坐标 。 以 后 ,凡是 谈 到 张 量 场 
, Ti(M) = T(x , 2") (5-— 92) 
时 ,总 是 指 上 述 的 意义 。 | / 
当 曲 线 坐标 变换 时 , 在 每 一 点 M 产生 的 局 部 标 架 也 在 变换 。 
而 张 量 Ti,(M) 的 坐标 也 应 按 通 常 张 量 的 变换 规律 


Tin(M) = oi olatTi( MD) (5— 93) 
由 式 (5 一 90) 可 知 
:9r’ : 9x’ 
a = 7 (M) or 到 Cl) o = Fr(M) 
于 是 式 (5 一 93) 便 具有 如 下 形式 
Tin(M) 一 OE CM) I MY ER CM TM ) (5— 94) 


因为 张 量 的 代数 运算 是 分 别 在 每 一 点 M 进行 的 , 而 现在 每 一 
点 各 上 和 目 有 一 局 部 标 负 :Mr，…w，r,)。 所 以 在 3 5.4 中 所 论述 
过 的 一 切 张 量 代 数 运 算 ， 对 于 曲线 坐标 系 中 交 张 量 汤 也 大 区 全 六 
用 的 。 

特别 指出 ,在 一 点 W 给 定 的 任 一 矢量 A, 总 是 对 于 点 型 的 局 
部 标 架 而 言 的 。 它 的 坐标 a' 总 是 指 关 于 该 点 的 局 部 标 染 的 坐标 。 


所 以 有 
A=a'r.; 


3 5. 8 平行 移动 与 联络 对 象 
现 考察 当 区 域 8 取 曲 线 坐 标 x' 时 , 设 在 点 M, 矢量 A 的 坐标 
为 &, 如 何 从 另 一 点 M, 作出 这 个 矢量 。 先 考察 4, 沿 任 一 曲线 
MM, 连续 移动 时 , 其 坐标 天 在 路 径 的 每 一 无 限 小 段 连续 变化 的 
过 程 。 

设 路 径 MoM, 是 由 参数 方程 . | 
rz: = x'(t) bt (5—95) 
给 出 。 z(t) 是 连续 可 微 的 图 数 。 在 此 路 径 上 的 每 一 点 M (1), 作 
这 个 常 矢量 A,。 由 于 局 部 标 架 随 点 的 位 置 而 变 , 因而 “也 随 点 

的 位 置 而 改变 。 所 以 ,坐标 依赖 于 4 即 
0 一 6 (了 《8- 一 96 ) 
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因为 z'(1) 是 连续 可 微 的 , 我 们 立刻 得 到 ， 局 部 标 染 的 基 天 量 
rz ) 以 及 a 沿 此 路 径 是 二 的 连续 可 微 洋 数 (假定 NN = 2)。 
按 点 M (0 的 局 部 标 架 基 矢 量 展开 A,, 有 


一 oOCt)Ti(z ***, 1") 《5 一 97 ) 
对 ! 逐 项 微分 上 式 。 因为 A, 为 常 矢量 ,我 们 得 到 
0= (da')r, a'dr, (5—98) 


为 了 分 析 此 结果 , 我 们 把 矢量 dr; 按 局 部 标 架 基 和 拓 量 展开 。 由 全 
微分 公式 ,得 


dri(r 一 (5—99) 
其 中 
DY ,YX’) 
Ar'A! 
在 区 域 8 内 每 一 点 都 能 确定 矢量 ri ,并 可 按 这 点 的 局 部 标 染 其 天 
量 ri; 展开 
ij 一 Dir (5—100) 
/表示 展开 式 的 系数 让 是 求 总 和 指标 。 显 然 有 
7 Yj; 
又 因 按 标 架 基 矢 量 的 展开 式 是 唯一 的 。 故 得 
T= 7 (5 一 101 ) 
而 ;又 依赖 于 作 展 开 式 (5 一 100) 所 在 的 那个 点 , 故 
TM) = T(x, , 7") (5—102) 


在 已 知 曲线 坐标 系 z: 中 , 区 域 2 上 每 一 点 M4 以 上 述 的 方式 
所 确定 的 0; , 称 为 联络 系数 。 

现 把 式 (5 一 100) 代 入 式 (5 一 99) 中 ,得 

dr; = Tredx’ 
因而 式 (5 一 98) 具 有 
0 = rida’ + Torra'd7) 
的 形式 。 由 于 7 是 线性 元 关 的 , 故 有 
da* + Tia'drx'=0 

或 可 写成 
da* = — Tiadr' (5—103) 
这 就 是 在 无 限 / 小 范围 内 ， 矢量 平行 移动 的 公式 。 它 指 出 , 铬 点 
M(x') 上 一 和 量具 有 坐标 a*; 则 在 无 限 接近 的 一 点 M' (2 + dz )， 
同 是 这 个 矢量 , 将 具有 怎样 的 坐标 。 同 时 ，da': 与 ;及 dz' 线 性 相 
关 的 系数 为 1*; 。 借 助 于 这 些 系 数 , 在 点 M 的 各 矢量 与 在 点 好 的 
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各 和 失 基 相互 联系 着 。 这 就 是" 联络 系数 "这 一 名 称 的 具体 含意 
由 如 我 们 希望 把 所 得 的 公式 (5-_103) 应 用 到 矢 其 沿 有 限 路 径 
M.M, 上 移动 , 则 必须 把 对 应 的 微分 方程 组 来 积分 。 在 这 里 暂 不 
讨论 。 
企 仿 射 坐 标 x 的 情况 下 
T(r ee, 1 ) So re, r; 一 @， r;; 一 
于 让 由 式 (5 一 100) 得 
1 一 0 
反之 , 若 任 一 曲线 坐标 系 中 ,7 ,2") 恒 为 去 , 则 由 式 (5 
一 -100) 得 
了 ,，， 一 0 ri 一 各 天 莽 
记 T; 二 ei, 最 后 我 们 得 划 


r 一 ie 十 T， 
矢 径 这 一 表达 式 ( 其 中 ,为 第 矢量 ) 说 明了 x 是 仿 射 坐标 ( 原 扣 移 
到 点 ry) 
因此 , 在 所 考察 的 区 域 2 中 , 间 线 坐标 为 仿 射 坐标 的 侈 要 杀 
件 是 ,在 这 些 坐 标 中 1 恒 为 专 。 
现 考 察 当 坐标 系 变 换 时 / 方 的 变换 规律 。 下 实 上 ,在 上 朋党 标 以 
及 其 对 应 的 新 坐标 中 ,我 们 有 


rT; Tijry ri 一 Tir (5—104) 
把 r(x',…,x") 当 作 > 的 复合 函数 求 俩 导数 ,有 
一 xir (5 一 105 ) 
，， gz 
把 r(x',…,x") 看 作 x 的 复合 函数 ,关于 zx’ 再 求 偏 导 。 因 为 
Ar; Dri92Z; DZ 


9r! Or “人 


, 故 由 式 (5 一 105) 我 们 得 到 


ar: dr Ar!’ 
Ft = Fr Tr (5—106) 


在 有 边 第 一 项 中 ,把 i 换 成 +, 并 利用 式 (5 一 104) 的 前 一 展开 式 , 则 
式 (65 一 106) 可 改写 为 

r= (了 十 了 jr (5 一 107) 
注意 到 式 (5 一 105) ,我 们 有 


六 一 于 (5-—108) 
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将 上 式 代 入 式 (5 一 107) 中 ,最 后 得 到 


-一 92x" 二 ry, Es 
i (9rd Dzze 


将 此 式 与 式 (5 一 104) 的 后 一 展开 式 相 比较 ,我 们 得 到 


' Oxt Di | Ox’ OQ! 
二 一 二 一 二 一 一 一 一 
fa AXA Or dr' A978’ Jz (9—109) 


这 职 是 联络 系数 的 变换 规律 。 显 然 ,15 并 不 构成 一 个 张 量 。 
若 对 每 一 曲线 坐标 系 zi ,在 一 已 知 点 M 给 定 了 一 组 数 1% ,上 且 
当 曲 线 坐 标 系 变换 时 ,它们 是 按 式 (5 一 109) 而 变 的 。 那 么 ,我 们 就 
说 在 点 必 给 定 了 一 个 联络 对 象 。 
如 果 在 区 域 2 上 每 一 点 考察 
Ti= TH(M) = Ti(r ,1 7*) 
便 构成 了 一 联络 对 象 场 。 / 


9 5.9 欧 氏 空间 中 的 曲线 坐标 
在 仿 射 空间 中 引入 度量 便 得 到 欧 氏 空间 。 因 此 》5.7 一 5. 8 
中 关于 曲线 坐标 所 述 的 一 切 , 对 欧 氏 空间 仍 能 成 立 。 但 是 ,度量 的 
引入 , 将 意味 者 有 些 新 的 问题 出 现 。 这 些 问题 我 们 将 在 本 节 中 加 
以 研究 。. 
我 们 知道 , 度量 的 给 定 , 在 于 度 规 张 量 yi; 的 给 定 。 而 它 可 按 
任 一 仿 射 坐标 系 给 定 。 这 时 有 公式 
gi; i€) 
在 曲线 坐标 关中 研究 9 时, 我 们 在 每 一 点 MH 按 相应 的 局 部 标 淋 
(M rr 来 给 定 它 的 坐标 。 这 时 ， 它 的 坐标 将 用 下 列 标 积 来 
表示 
gi(M ) = r(M)r;(M) (5 一 110) 
因此 , 度 规 张 量 必须 看 作 张 基 场 : 它 的 坐标 是 点 的 函数 
gij(M ) 一 gij(7!， +, 7") 
当 变 到 新 的 曲线 坐标 时 , gj' 按 下 列 规律 
9x' 97’ 


ij' 一 ppp wt 

而 变 。 

现 从 给 定 gi; 的 基础 上 导出 欧 氏 空间 的 某 些 性 质 。 .显然 , 对 任 

意 点 M 的 局 部 标 架 所 对 应 的 gyCM) , 可 以 重复 作 在 $5.6 中 所 述 
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的 一 切 。 


考察 由 参数 1 给 定 的 曲线 
7’' = 7x'(t) 1 1 
任 一 点 的 天 径 可 表示 为 
r =r(r, ，21) z 
而 沿 曲 线 所 取 的 点 2,… ,x" 又 依赖 于 1t。 由 此 ,在 曲线 上 任 一 点 M 
的 切 矢 量具 有 形式 


dr Ordx' dz 


dt ara dt 
即 切 矢量 ar/at 在 局 部 标 架 中 有 坐标 dr'/dt。 这 些 坐标 构成 一 个 
一 阶 逆 变 张 量 。 事实 上 , 当 变 到 新 的 曲线 坐标 z' 时 ,有 
fa gr dr: 
dt oaridt 


这 表明 dz'/dt 满足 张 量 的 变换 规律 。 
当 矢 径 沿 曲线 作 无 限 小 位 移 时 , 按 全 微分 公式 得 


dr 一 gr gy ~ ridx! (5—111) 
dx . z 
dz 为 dr 的 坐标 。 又 因 


所 以 dz' 构成 一 个 一 阶 逆 变 张 量 。 

矢量 ar/dt 的 数量 平方 有 下 面 形式 
( 竺 ) = dz dz? 
上 Sa dt 


由 此 得 


dr 
at 
曲线 长 由 下 列 形式 给 出 


| - . 

-| (和 -5 
dt Ad 
M; to 
ri | 


颖 
dr dy 
Ma 一 | a 


显然 ,也 可 用 弧 的 微分 给 出 


dr 
本 at 


内 而 
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ds = ldr| = ~ gdr'idr’ 
(ds)* = g(r, , rdrdr’ (5—112) 
即 沿 任 一 曲线 ,在 任 一 无 限 小 位 移 下 , 咕 的 微分 的 平方 可 表示 为 曲 
线 坐 标的 二 次 微分 形式 。 这 个 二 次 形式 叫做 度量 的 二 -次 形式 。 | 
于 它 是 由 度 规 张 量 "与 道 变 张 量 dz: 两 次 缩 并 的 结果 ,因此 ,* 
个 不 变量 。 即 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 。 
现在 ,我 们 取 仿 射 空间 的 联络 对 象 ;作为 欧 氏 空间 的 联络 对 
象 。 并 考察 在 任意 曲线 坐标 系 中 , 如 何 用 度 规 张 世 ytM) 来 表示 
i(M), 
根据 式 (5 一 100) ,联络 系数 可 由 下 式 给 出 
让) = [ir 
用 ri 乘 上 式 得 
rrii 一 Tg 《5 一 113)》 
我 们 看 到 ， 上 式 右 边 从 形式 上 是 由 似 下 降 上 指标 而 得 到 的 。 由 
此 ,我 们 记 


[gar 《5 一 114) 
反之 , 1% 可 从 六 5 上升 第 一 个 下 指标 而 得 到 
1 一 g™ (9D—1 15) 


: Fi; = Tir, 
显然 有 
a i 一 了， ji 
为 了 用 gi) 来 表示 这 些 未 知 基 ， 我 们 对 8 逐 项 关于 了 
求 偏 导 , 得 


dq 
| TimTk 十 Trim = 了 
山 
即 
9 
Pim t Ln = SE (5 一 116) 


我 们 得 到 含有 两 个 未 知 量 的 一 个 方程 ( 当 上 lm 固定 时 )。 车 对 k、 
lm 进行 循环 置换 两 次 , 则 共有 三 个 方程 。 所 得 的 另 两 个 方程 为 


， Ogim 
| + i 十 i hy 一 所 


CO 
六 十 Tm = 
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因 Tj 关于 i、j 对称 , 故 在 右边 实际 只 有 三 个 未 知 量 , 它们 两 两 之 
和 由 下 式 给 出 
{um 十 {ims — Du 


dr™ 


Og im 
Tmt 十 {mk 一 2 


Fg 
mk 十 Tn = 2 
了 


这 组 方程 可 用 初等 方法 解 出 。 把 前 两 方程 两 边 相 加 , 再 减 去 第 三 
个 方程 ,得 


9 9 Q om 


最 后 得 z 
_ 1 fog | 
Tm = 5 (名 + 2 一 2 (5—117) 
代入 式 (5 一 115) 得 z 
= 二 "(Ms 94 gg ) ig 
fi; = DY 37? 十 ax 7! (5 118) 


所 得 Tw 及 [的 表达 式 , 分 别称 为 第 一 类 及 第 二 类 克里斯托弗 
尔 CChristoffel) 三 指标 记号 ,简称 克 氏 记号 。 


3 5.10 仿 射 联络 空间 
一 ”矢量 的 平行 移动 
”车 在 » 维 空间 中 , 对 每 一 坐标 系 z, 在 一 已 知 点 以 给 定 了 
一 组 (于 个 ) 数 六， 并 且 在 坐标 变换 
: mt -一 rz: (x!, 0 za) 


下 ,它们 是 按 下 列 规 律 
9 dr” 2 9 OE py (5 一 119) 


1 一 Di DZ DZ 
变化 , 则 称 在 点 W 给 定 了 一 个 联络 对 象 (或 联络 系数 ), 其 中 偏 导 
数 是 在 点 MM 取 值 的 。 

假定 在 空间 "中 给 定 了 联络 对 象 场 
TM)= T(r 7") 
而 县 这 些 函 数 是 连续 可 微 的 , 则 称 Rr" 为 仿 射 联络 空间 , 并 记 作 
L"。 一 般 来 说 : 
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四 zr 
这 一 点 是 和 仿 射 空间 的 联络 对 象 不 相同 的 。 

为 了 计算 方便 ,我 们 用 别 的 形式 给 出 式 (5 一 119) 。 为 此 ,把 式 
(5 一 119) 各 项 乘 上 3z'/9x* ,并 关于 Kk 求 和 。 因 为 


dr‘Ar* 
rar 
故 得 
, dr! Dazzi Orx' 97’ 
| , PE > 他 
Ox 9z' 7) ox AX' OX 0: 
对 作 上 忠和 ,最 后 得 
ZX; dar! a7’' AT! 
gm gra + azar ls 7 (37120) 


为 了 使 用 方便 ,把 上 式 中 z' 与 x' 的 作用 互相 交换 。 我 们 得 
or! dz! 323z- pe , (5—121) 


175 ardri Ox'odr’ 
在 式 (5 一 119) 中 ,Tt; 的 变换 规律 包括 两 项 ; 第 一 项 不 依赖 于 
日 坐标 系 中 的 态 ,第 二 项 依赖 于 r ,并 和 了 张 量 的 变换 规律 形式 完 
全 相同 。 由 于 第 一 项 对 两 个 下 标 交 .7 是 对 称 的 , 它 一 般 不 为 零 。 
所 以 ;不 是 一 个 张 量 。 但 是 
To = Ti ~— TT (5— 122) 
却 构成 一 个 张 量 。 事 实 上 ,把 式 (5 一 119) 改写 一 下 , 使 指标 、j 


互 换 ,并 交换 总 和 指标 i、j 的 位 置 , 便 得 
Ort Ort ,Axrigr'idr* 


kt | — EE Ne J TT 
Lo grr a 十 DI Ix TE (5—125) 
从 式 (5 一 119) 减 去 这 一 等 式 , 便 得 
Ek Ar OriQ7r* x 
TT dra om" 


这 就 是 T;; 所 满足 的 张 量变 换 规 律 。 我 们 把 TCM) 称 为 ?的 拨 
率 张 量 。 硅 T5 为 零 , 即 
Ti = 《5 一 124) 

则 称 所 给 定 的 空间 是 无 挠 率 的 仿 射 联络 空间 ,并 记 作 已 。 

现 考察 L* 中 的 矢量 平行 移动 :我们 可 以 用 类 似 于 $3 5.8 的 
方法 来 定义 中 的 平行 移动 。 

设 沿 某 一 曲线 

z= 7'(t) StS 


给 定 了 矢量 声 
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a' = a'(t) (5—125) 
如 果 矢 量 沿 曲线 上 每 一 无 限 小 作 位 移 时 , 它 的 坐标 et 按 规 
律 z 
dao” = — Ta dx (5—126) 
而 改变 , 则 称 矢量 “bb 沿 曲 线 平 行 移动 。 
现 必 须 证 明 式 (5 一 126) 的 不 变性 : 即 知 条 件 (5 一 126) 在 坐标 
好 中 能 满足 , 则 在 坐标 ” 中 也 能 满足 。 
为 此 ,我 们 来 计算 da* (1)。 由 张 量 的 变换 规律 


在 第 一 项 中 , 把 总 和 指标 不 换 成 ;, 并 根据 式 (5 一 126) 把 de 代入， 
得 

dar 一 (卫生 一 Er jaraz (5 一 127) 
利用 公式 (5 一 121)( 其 中 的 上 用 刀 代 蔡 ) ,我 们 得 出 上 式 圆 括 弧 内 
的 表达 式 为 


一 一 一 
dz or 
义 因 
zy 一 go jg 
本 rdZ — dr 5 本 279 一 4 
故 式 (5 一 127) 化 为 
dot = — Thaidr' 


这 就 证 明了 式 (5 一 126) 的 不 变性 。 
为 了 研究 矢量 沿 曲线 如 何 实 现 这 一 平行 移动 的 , 我 们 把 公式 
(5 一 126) 改 写成 
de — — Th! (0) ,0s a(t) (5—128) 
上 方程 中 , 除 a:() 外 , 所 有 i 的 函数 是 已 知 的 , 只 有 a(t) 为 未 知 
函数 。 于 是 得 到 含有 n 个 函数 的 正规 线性 常 微分 方程 组 。 在 我 们 
的 假设 下 , 其 系数 是 i 的 连续 函数 。 由 微分 方程 理论 知 , 此 方程 组 
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对 任意 的 初始 条 件 
一 (k= 1,2, ,nn) (5 一 129) 
在 i 的 整个 变化 区 间 内 有 了 唯一 解 a*(t)。 

它 的 几何 意义 是 : 在 曲线 上 某 一 点 M。(1,) 给 定 的 矢量 a ,可 
以 治 整个 曲线 作 平 行 移动 , 并 且 只 有 唯一 的 一 种 方式 。 矢 量 at 移 
动 到 曲线 上 任 一 点 M (4) 时 具有 形式 et(#) 。 

和 仿 射 空间 不 同 ,这 种 平行 移动 一 般 来 说 是 与 路 径 有 关 的 。， 

二 测 地 线 

在 L" 中 的 测 地 线 与 仿 射 空间 中 的 直线 作用 相近 , 它们 都 具有 
常 方向 的 基本 性 质 。 我 们 将 仿照 这 一 性 质 来 作出 测 地 线 的 定义 。 

在 L* 中 若 切 于 一 曲线 上 任 一 点 M, 的 每 一 个 矢量 ai， 沿 这 曲 
线 作 平行 移动 时 仍 切 于 这 一 曲线 , 则 这 一 曲线 便 叫 做 测 地 线 。 

设 测 地 线 是 由 方程 

7' 一 it) 0 < < 妇 
给 出 。 zi(t) 是 二 次 连续 可 微 函 数 。 又 设 沿 测 地 线 平行 移动 的 切 
矢量 为 和 (0 。 由 于 在 曲线 上 每 点 所 有 的 切 矢量 都 是 共 线 的 , 故 可 
记 作 


dr’ 


五 二 和 (5 一 130) 
式 中 22 三 2(0。 沿 测 地 线 总 可 选 了 参数 ,使 /二 1。 为 此 ,只 要 令 
r 一 | za 
因而 式 (5 一 130) 具有 下 列 形式 
区 一 (5—131) 


此 时 + 称 为 典型 参数 。 典 型 参数 总 能 选 出 , 而 且 不 是 唯一 的 。 事 
实 上 ,车 
"二 At 十 B (A、B 为 常数 ) 
车 + 为 典型 参数 时 , 则 T* 也 是 典型 参数 (4 关 0) 。 因 为 
一 用 
于 是 dz'/dr" 和 dz'/dr 均 为 平行 移动 的 切 矢量 。 
现 考察 以 r 为 参数 的 测 地 线 参 数 方程 


r= YX(T) 


dT” = Adz 
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应 用 平行 移动 的 公式 (5 一 126) 于 矢量 dz'/dr ,我 们 得 到 
(到 )= 一 da 


dT 
以 dt 除 上 式 两 边 , 便 得 到 典型 参数 的 测 地 线 微 分 方程 
dr .dr'dz’ 
和 (5— 132) 
由 于 心 (zz2) 的 连续 性 。 对 于 参数 的 任 一 组 初 什 
(x = ( 空 ) —d (5— 133) 


式 中 4 不 同时 为 零 。 于 是 由 微分 方程 解 的 存在 定理 可 知 , 在 一 
mr 某 一 邻 域内 , 唯一 存在 着 适合 于 式 (5 一 132) 及 初始 条 件 (5 一 
133) 的 限 数 x'(7) 。 并 县 所 得 的 解 依 顿 于 铝 娩 条 全 


Zr er ,0") 


由 微分 方程 理论 可 知 ， 这 些 函数 对 所 有 自 变量 连续 可 微 的 次 数 是 
与 7 一样 的 。 

上 述 结果 表明 ,总 可 以 引 一 条 而 且 是 唯一 的 一 条 测 地 线 , 使 它 
通过 预先 给 定 的 一 点 c', 且 在 此 点 具有 给 定 的 切 和 拓 量 4。 

可 以 证 明 , 在 已 知 空 间 内 联络 对 象 与 由 它 用 对 称 法 而 得 的 
联络 对 象 : 

85 = 5 十 *) (5—134) 

所 决定 的 一 切 测 地 线 是 完全 一 样 的 。 

先 证 上 六 构成 联络 对 象 。 为 此 , 只 要 把 式 (5 一 119)、(5 一 123) 
两 边 对 应 相 加 再 除 以 2, 得 | 
| 到 (至 DZ7IOX 


nt 


十 六 dx' gr Or" 


再 由 式 (5 一 134) 得 z | 
所 得 结果 表明 ，7; 是 联络 对 象 。 又 因 1 关于 指标 对 称 。 故 为 一 
无 找 率 联络 。 

现 证 , 这 两 种 联络 所 决定 的 测 地 线 是 共同 的 。 事 实 上 , 对 7 
的 测 地 线 方程 为 
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把 右边 第 二 项 的 总 和 指标 记号 ;与 7 对 调 , 结 采 得 


pdr'dr’ 
dr JdT dr 
这 就 是 Ts; 的 测 地 线 方 程 。 


$3 5.11 黎 曼 空间 
一 ， 度 规 张 量 机 
我 们 知道 , 在 三 维 欧 氏 空间 中 , 直角 坐标 分 别 为 (z,y, 2) 与 (z 
十 图 ,3 十 四 ,z 十 史 ) 两 点 间 的 距离 65, 是 由 
ds 一 dz 十 dy 十 CE2 
来 决定 的 。 若 取 球 坐标 


Z 一 TSinOcosg 
y= 7rsingdsing 
z= rcosg 
时 ， ds 变 为 . 
- ds: = dr’: 二 rd0’' 十 msSin20d0 
若 在 三 维 欧 氏 空间 中 考虑 由 参数 
Z 一 XU，D) y= y(u, v0) 2 z(u,v) | 
给 定 的 二 维 曲面 , 则 对 应 于 参数 值 分 别 为 (u,v) 与 Cu 十 du,% 十 dv) 的 . 


曲面 上 两 点 (x,y,z) 与 (x 十 入 ,y 十 dy,z 十 dz) 之 间 的 矩 离 ds 是 由 
ds’: = Edv’ + 2Fdudyv 十 Cd 


ar 2) (¥) 
=( 茸 ) + (2 下 Qu 
9Z97 | GY | 3292 
dzd?) 口 1 97 dudv 


6 一 (天 ) + (WW) + () 
上 述 这 些 例 子 说 明 , 非常 接近 两 点 间 的 距离 ds 的 平方 均 为 坐 
标的 微分 二 次 形式 。 一 般 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 
车 维 空 中 有 一 组 函数 
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所 决定 。 其 中 


下 一 


gi Hy ss 2 — g(x!, «1 1*) 
使 得 两 邻 点 (x ,…,z") 与 《x 十 dr,…,z* 十 dz") 之 间 的 距离 ds 由 
一 个 正定 二 次 型 

Cs 一 0 (5 一 135) 
来 决定 , 则 称 空 间 尼 为 黎 曼 (Riemann) 空 间 , 并 记 作 严 

因 为 gijd x dz 是 正定 二 次 型 。 故 有 
Det|g;;| 天 0 . 

而 当 坐 标 > 变 到 新 的 坐标 上 时 ,由 于 as’ 的 不 变性 ,可 知 


gujdr' dx’ 一 gijdr'dx’ 


以 
dx’' 一 OE ga dr’ 一 一 


代入 上 式 右边 ,得 到 关于 变量 zz ，: x" 的 两 个 慢 等 的 二 次 形式 


Ox :az ii 
他 ;1 人 和 dri gd azr 


由 此 ,并 考虑 到 gi 三 gj gw = 二 gm 得 
8 = 了 3529 

即 yy 形成 一 张 量 场 。 同 时 它 是 个 二 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 我 们 称 
它 为 协 变 度 规 张 量 或 基本 张 量 。 又 由 于 Detlgij| 关 0, 故 如 同 在 
8$ 5.6 中 所 讨论 的 那样 ,可 从 

z 95g ”一 路 
解 出 关于 ;与 对 称 的 一 个 二 阶 道 变 张 量 g*, 它 称 为 逆 变 度 规 张 
其 或 基本 张 量 。 

利用 度 规 张 量 gi 与 9*, 按 如 下 方法 , 可 从 一 个 递 变 矢量 w 作 

出 其 协 变 矢量 a;。 从 一 个 协 变 矢 量 a;, 作 其 首 变 矢量 a。 


dj = a'gij a “= ajg” 
对 于 一 般 张 量 也 可 施行 这 种 运算 ， 例如 
Ti “= Tyjng™ Ti = Ti. "gm 


这 种 运算 ， 正如 在 $ 5.6 中 所 详细 讨论 过 的 , 它 叫 指标 的 “上 升 ” 和 
“下 降 ”"。 对 一 个 张 量 , 用 度 规 张 量 升 标 后 再 降 标 ,或 者 降 标 后 再 升 
标 , 那 未 这 个 张 量 就 恢复 原状 。 例 如 
a =a"6% = a"(gng ) = (a"gmj) 9 
二 ”曲线 与 和 拓 量 的 长 度 
设 在 天 中 的 曲线 由 
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太一 2 人) a 过 tb 
给 出 ， 则 对 应 于 参数 值 1 写 t 十 ,曲线 二 两 点 z(t) ,z(t) 十 
(dz'/dt)dt 加 的 距离 必 由 
03 一 My 本 
给 出 。 故 从 参数 1=t 到 参数 1= 的 曲线 上 两 点 间 之 弧 长 由 积 
分 


dr'dr? ，， 
> WE at 
给 出 。 石 取 s 为 曲线 的 参数 ， 便 得 到 恒等式 
一 1 (5—136) 


由 式 (5 一 135) 知 , 从 点 x 到 点 让 十 dzx* ,分 量 为 lx* 的 道 变 矢 
量 的 长 为 ds。 
与 此 相同 , 设 一 天 量 a 的 逆 变 分 量 为 a*, 则 由 
la| = ~ gija'aq (5—137) 
给 定 的 不 变量 |al, 定义 为 拓 量 a 的 长 。 而 恒等式 (5 一 136) 表示 
曲线 切线 的 逆 变 矢量 dz*/ds 的 长 为 1。 
设 某 一 矢量 的 道 变 分 量 为 a: ,其 协 变 分 量 a; 可 由 
qj) = a ym;i 
给 出 。 故 矢量 的 长 度 公 式 (5 一 137) 又 可 写成 
laf: = aja: 
义 因 a! = 二 ajg”, 故 天 量 的 长 嵌 公 式 又 可 写 为 
la|’ = gtajar 
三 ”二 矢量 的 夹 角 : 
在 三 维 欧 氏 至 间 中 取 一 直角 坐标 系 。 此 时 ， 方向 余弦 分 别 为 


(l,m sn) 与 (lL, ,m2 Ra) 的 两 方 铝 夹 角 dh 可 由 
cos@ = Ll mm nn 


来 决定 ,其 中 方向 余弦 分 别 满足 
i 十 m 二 nt 二 1 :十 7 十 2 一] 
故 都 可 看 作 单 位 天 量 的 分 量 。 
又 在 三 维 欧 氏 空 间 中 取 一 矢 交 坐标 轴 , 设 它 们 间 的 夹 角 分 别 
为 a pp,y; 则 方 问 系数 分 别 为 (l,m sn ) 与 (Ls, m2 ,Rs) 两 方向 的 夹 
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角 6 可 由 
cos = 二 mm 二 mini 二 (mn mm)eosa 
十 (nf; 二 nd)cosf 十 【07 tm)eosy 
给 出 , 式 中 (Li ,7h ,ni) 与 (Ls ,m2 9 Nz) 分 别 满足 
二 mi 二 Tn 十 2mmacosa 2mlcosp 二 2imeceosy=1 
六 十 六 :十 1 十 ZaCosa 十 2ntiCosp 
十 2l,mcosy 一 ] 

故 可 看 作 单 位 矢量 的 分 量 。 

参照 上 例 ,在 V' 中 我 们 用 

COSO ~ 一 gia'b’ (5— 138) 
来 定义 二 单位 矢量 a 与 的 夹 角 是 极其 自然 的 。 而 且 这 是 个 不 
变量 。 但 为 了 说 明 这 个 定义 是 有 意义 的 ,必须 证 明 gijab’ 的 绝对 
值 小 于 1。 为 此 ,我 们 考虑 矢量 ta* 十 的 长 。 由 关系 式 
0 了; 一 1 qua a’ -一 | 
得 到 
gv(ta 6D)(ta’ 十 27) 二 十 2tgija5i 十 ] 
然而 ,上 式 左 边 不 论 上 取 何 值 总 不 为 负 。 故 
下 十 2tgis9'b’ 十 1 之 0 
的 判别 式 为 负 或 0, 即 
(gia'b’)’—10 

此 式 表 明 : gija'b’ 的 绝对 值 小 于 1, 由 此 证 明了 式 (5 一 138) 是 有 意 
义 的 。 

车 二 矢量 与 全 不 是 单位 矢量 , 此 时 ，e* 与 六 分 别 用 其 长 度 
除 ,使 其 变 为 单位 矢量 

上 六 


i 
~ gija'a’ ~ giib'b’ 
然后 再 利用 公式 (5 一 137), 便 得 


gia'b’ 


cose 一 NA (5 一 139) 
这 就 是 任意 两 拓 量 夹 角 的 表达 式 。 
式 (5 一 139) 又 可 改写 为 
lal|ib lcos0 = gia'd!’ 
上 式 右 边 又 可 改写 为 
gija'b’ 一 Qi 一 a'b, (5—140) 


我 们 把 这 个 不 变量 叫做 二 矢量 a 与 的 标量 积 。 即 二 夭 量 的 标 
“177 


量 积 是 这 两 个 矢量 的 长 度 与 其 夹 角 余弦 的 腾 积 
ab=|all|blcose (5—141) 
特别 是 由 二 矢量 a 与 5 正 交 的 条 件 9 二 亏 ,， 得 
guaibi=0 abi=0 aibi=)0 
四 ”体积 元 z - 
在 三 维 欧 氏 空 间 中 , 若 取 夹 角 分 别 为 a, bp,7” 的 斜 交 轴 >、y、z， 
则 其 体积 元 &%w 为 


] cosy cosp 到 
dv 一 |cosy 1 Cosa | dzxdydz 
: cos cosa 1 
再 考虑 由 参数 表示 
T= 二 ru, 9) zy 一 (1 ) z= Zz(u, 9) 
的 二 维 曲 面 , 它 的 面积 元 do 是 
do = /BEG— Fidudy = | Lud 


把 这 些 推广 到 站 中 ,我 们 定义 | 

dv = MM 9 dr'idy'ie dr 、 (5—142) 
为 天 中 的 体积 元 , 其 中 9 = Det|gi|。 因 为 体积 元 是 纯 几 何 量 , 所 
以 必须 证 明 由 式 (5 一 142) 定 义 的 量 与 坐标 系 的 取 法 无 关 。 即 它 为 
一 个 不 变量 。 从 微 积分 学 中 知道 ,在 坐标 变换 


7' = 2 (rl, oT") 


下 , dz'dz'…dzx* 这 个 量 的 变换 式 是 


dr dr’ dza = Det 了 CT GT (5—143) 
” 按 张 量 的 变换 规律 
Or Ox! 


gi — Fp F779 
由 此 ,类 似 于 式 (5 一 73) 得 
Det | gay | 一 [pet 


ZX 
95 | )petlr 


故 9g 的 变换 式 是 / : 
又 因 
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OX 


Det pp 


履 其 平方 根 V5 的 变换 式 为 
=Dpet| 中 |v7 (5 一 144) 
式 (5 一 143)、 (5 一 144) 两 边 对 应 相 乘 ， 并 注意 到 


之 1 


便 得 
A/g! dr'' dr dr" 一 MM gq dridre dry" 

这 就 表明 式 (5 一 142) 为 不 变量 。 

五 ” 仿 射 联络 与 克 氏 符号 的 性 质 

在 黎 曼 空间 中 , 总 可 以 用 唯一 的 方式 作出 具有 下 列 性 质 的 联 
络 Tt;(M) 

(1) 挠 率 为 堆 

T= 

(2) 当 两 个 矢量 as 洛 任 一 小径 同时 平和 了 移动 时 ,它们 的 标量 
积 不 变 。 

现在 我 们 来 求 出 满足 上 述 条 件 的 联络 rm 。 根 据 式 (5 一 140)， 
矢量 ab 办 标量 积 可 写成 


。 b= gia'b’ 
的 形状 。 当 沿 任何 路 径 平 生 J 移动 时 ， 4 8 为 常量 的 条 件 可 以 写成 
其 微分 为 零 的 形式 


dl(a* b)=d(gia'b’)=0 (5 一 145) 
或 者 
(dgi;) a'b’ 十 gijCda’' )b’ 十 gia'db’ ~ 一 0 (5——146) 
因 矢 量 cb 是 平行 移动 的 , 故 有 
du 一 一 Jiailzr db:=— Tbdz 


式 中 此 是 所 求 的 联络 系数 , 而 az?* 是 沿路 径 作 无 限 小 位 移 时 坐标 
的 微分 。 / 
此 外 
dgij 
”把 所 有 这 些 代入 式 (5 一 146) 中 , 且 预 先 将 这 个 等 式 中 总 和 指标 的 
记号 改变 如 下 : 在 第 二 项 中 把 ;改作 忆 在 第 三 项 中 , 把 /. 改 作 4。 
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_ 9gy ? 
= gre? 


我 们 便 得 到 
(5 名 一 75 一 gal sy Jaibidz? 二 0 

因为 a',51,dzx? 可 以 由 我 们 任意 选取 , 故 等 式 关于 a',5,dz? 应 该 是 
恒 等 的 。 因 而 这 些 量 的 所 有 系数 都 应 为 零 , 即 

A gut galt,=0 (5—147) 
所 求 的 蔬 必 须 由 式 (8 一 147) 及 条 件 (1) 决 定 。 显 然 , 从 关系 式 
(5 一 147) 可 用 道 运算 而 回 到 式 (5 一 145) 。 所 以 这 些 关 系 式 对 条 件 
(2) 的 满足 不 仅 是 必要 的 ,而 且 也 是 充分 的 。 


类 似 于 式 (5 一 113) ,我 们 记 
; Fi,iy 一 gad 
显然 , 反 过 来 由 Ti,i; 用 指标 上 升 法 ,可 以 表示 人;: 
亲生 一 《5 一 -148) 
这 时 ,由 条 件 (1) 知 , Ti 是 关于 指标 i,j; 对 称 的 。 
于 是 方程 (5 一 147) 可 改写 为 


但 是 , 这 些 方程 的 形式 完全 与 式 (5 一 116) 相同 。 并 可 用 同样 的 方 
法 解 出 。 我 们 得 到 类 似 于 式 (5 一 117) 的 表达 式 


Fw 一 (3 十 2 一 汪汪 (5 一 149) 


2 ax dr: ar! 
又 根据 式 (5 一 148), 有 
= 3 +) (5—150) 
上 式 便 给 出 了 所 提出 问题 的 解答 。 而 且 这 个 解 是 唯一 的 。 

以 前 所 得 到 的 公式 (5 一 118)， 从 外 表 上 看 完全 和 公式 (5 一 
150) 一 样 , 但 必须 看 作 是 后 者 的 特殊 情形 。 而 现在 所 得 的 天 mr 及 
T , 同 祥 称 为 第 一 类 及 第 二 类 克里斯托弗 尔 三 指标 记号 , 并 简称 
克 氏 记号 。 

现 考察 克 氏 记号 在 坐标 变换 


rt 一 KZ 


下 的 变化 规律 。 
先 将 yak 的 变换 式 
ar?’ gr 
go = Borage 
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对 7 求 偏 导数 , 得 
9goo 9xzI9z909007 


Cg 0% 
gx’ dX gx Or Ox! 


Orz" Ar! Ox? ?22 


Mazar gr t grrazraz9ge (0151) 
同 理 , gj 与 gj0: 分 别 对 x' 与 x' 求 偏 导 得 
93gjo Ax dX’ 97 dgi 


jr? | 


dx Ari Ox! O79 


Or Ar! AQr’ drt 
Fr Frm (5—152) 


Ogjs aztgazigzrggj 


zf 一 30535732| 
D22 Or? Ax? grr 
Ir" a t drmaargzr 9 (5153] 


将 式 (5 一 151)、(5 一 152) 相 加 ,并 减 去 式 (5 一 153), 最 后 除 以 2, 得 


1 9 ga dg LE gr ) 
2 (2 十 ax Ar! 
190.9038, 90% | gy gg) + Fe oe 
0 297x090x0r i \dr’ Dr DZ gr Or Or I 
上 式 又 可 写作 . 
, 97’ 9x" AF! Ox: DZ 
Tee = Tn (Bord ) + Bra (5—154) 
此 式 两 边 乘 以 
a Ar" xz st 
ze Bad 
对 从 1 加 到 久 求 总 和 得 
| 本 0DX7DZ9 于 入 
: : lw = ?pM (1 3 ) 《9 一 159) 
式 45 一 154)、 《5 一 155) 就 是 所 求 的 克 氏 记号 变换 式 。 但 一 般 
pp 
az7 a7' 0 
故 六, 不 是 张 量 的 分 量 。 式 (5 一 155) 又 可 写作 
A QI" dx 9 ,,, 
Fr oz" gz 9x7 oz (5156) 


这 是 一 个 非 第 有 用 的 公式 。 
最 后 我 们 导出 克 氏 记号 所 满足 的 几 个 重要 恒等式 。 由 定义 式 


:= (2 9 Sy | 
{ 5 一 2 g dri 十 ari D7? (5 157) 
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得 


[gw 二 方 (3 十 弘一 52 ) (5 一 158 ) 
同 理 可 得 
gn = 友 到 ( 3 十 52 一 Sas ) (5—159) 
将 式 (5 一 158)、(5 一 159) 两 边 对 应 相 加 ,得 
Tog + Thgy = 4 (5—160) 
再 对 z' 求 异 等 式 / 
\ ggim — O04 
的 偏 导 数 , 得 
: 和 oo (5 一 161) 
由 式 (5 一 160) 得 到 的 
Tin sg Th + gu (5—162) 
代入 式 (5 一 161) 中 的 第 二 项 , 则 有 
gg,, 二 grr(gnTh gif) =0 (5—163) 
上 式 又 可 写 为 
0 go 十 909 十 了 一 0 《5 一 164) 
上 式 两 边 乘 以 g" 并 关于 m 求 总 和 , 则 得 嚼 一 恒等式 
2 十 79 十 Thg* =0 (5—165) 


在 7 中 仿 t= 二 9， 并 从 1 到 4 求 关 和 ， 但 大， 由 定义 式 (5 一 
157) 知 


1 , qi 9 gu 0g jt dg; 
用 一 (十 5 一 3 
1 9 
一 9043 和 (5 一 166) 
股 9 一 Detlo， 旦 G3 是 y;j; 的 余 因 式 , 则 有 
9 = gaG™ (i 固定 对 求 和 ) 
土 式 两 边 对 9ij; 求 仿 导数 ,得 
j= DG Qa 
因 CT 不 包含 9 , 故 
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-0 
9gi 
又 因 
dg 
~ 6 
9 gi 
于 是 式 (5 一 167) 可 写成 
9g a 
_ G67 __ GO 2 
9d gi 
故 有 
9g 99 Og _ PL ” 
9 dgorax’ OZ1; 
注意 到 
CE 
人 一- 
9 yg 


式 (5 一 166) 便 可 写作 
区 

这 也 是 一 个 常用 的 恒等式 。 

入 出 地 线 方 程 

在 三 维 欧 氏 空间 中 ， 两 点 之 间 的 最 短 距离 是 直线 ， 我 们 把 这 个 
基本 概念 推广 到 黎 曼 空间 中 。 

如 采 曲 线 xz' = 二 x'(t) 连接 两 个 固定 点 P(t) 与 P(t)， 则 这 两 
忌 间 沿 此 曲线 的 距离 为 


S 一 fas= jae, 00 上 dt 
Pi] t1 


村 


《5 一 168) 


《5 一 169 ) 
其 中 


2 a 
由 于 这 个 距离 是 与 坐标 系 无 关 的 。 所 以 ,在 P 与 P; 之 间 莲 出 的 ， 
使 式 (5 一 169) 取 极 值 ( 最 小 ) 的 曲线 也 是 与 坐标 系 无 关 的 ; 这 条 曲 
线 称 为 测 地 线 。 现 导出 在 严 中 的 测 地 线 方 程 。 
注意 到 


tf2 
5S =6 | ~ Fadt=0 
. tl 
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利用 变 分 法 中 对 沁 通 极 值 导出 的 结果 ,可 以 写 出 
0 = 322 一 号 (中 


3z dt \ az 

dfT1ap] 1 9F 

dt | 2F202 9F AT’ 

(5—170) 

-2( 去 2 (2 ) — Bh 
LE Fari 

= (站)- aF 1] oFdF 

友人 可 你 97Z 2Fadi'dt 


因 + 是 一 个 任意 的 参量 ， 故 可 取 1 等 于 沿 该 曲线 的 距离 $， 而 dP/ds 
二 0, 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
dr' 


* 二 TS 
dridzx! 


" T9848 


aF _ 
di 


aF 站 辣 计 ,hI I mh 


ar:' Aar! 


2 gz 


方程 (5 一 170) 变 为 
d (25) aF 


0 = 75\ar /37 


a Sj me bOI mh 
一 8202) 
yd dvdr 19 mz"d 
z 1 dzdSdS 2 dr' dS 1 
利用 第 一 类 克 氏 记号 ,并 注意 到 


agusdzr dr’ _ 1 本 2205 十 gude ) 
azktdSdS 2\9ridSdSs ' or"dS 
上 述 方 程 可 写成 如 下 形式 : 
dix! dr"d2’ 


N98 tT {mds ds 


zx mn dr™"dr, 
一 9 ‘gg + 人 
又 因 
ggij = 60) Te, = gtT,,mi 
故 上 式 最 后 可 写成 z 
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ZTC 
re jj 二 0 : (5—171) 


这 束 是 中 的 测 地 线 方程 。 
例 5 求 三 维 笛 卡 尔 坐 标 系 的 测 地 线 方程 。 


解 : 对 于 三 维 欧 氏 空 间 中 黎 卡 尔 坐 标 系 有 
1 (m=) 
m= 


0 《mm 天 大) 
六 一 0 
此 时 式 (5 一 171) 变 为 
< 一 0 (k= 1,2,3) 
我 们 得 到 
1 43 十 了 


其 中 4、8 是 任意 常数 。 上 述 方程 就 是 所 求 的 测 地 线 方程 ; 这 是 一 
条 直线 方程 。 


3 5. 12 绝对 微分 法 
一 ” 张 量 的 绝对 微分 
我 们 考察 不 变量 
Br! 9 了 一 0(z1 1 Zr” ) 
上 式 两 边 对 x' 求 导 , 我 们 得 到 
= 4 (5—172) 


我 们 看 99/3z’ 是 个 一 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 它 叫做 不 变量 9 
的 绝对 导数 。 并 用 
Vg 一 隐 (5 一 173) 
表示 。 厂 考虑 不 变量 pg 在 dz' 方 同上 的 微分 , 则 得 


do = dx’' Vg 
这 个 不 变量 叫做 mp 在 dz: 方向 上 的 绝对 微分 。 并 用 
Do = dg 

表示 。 

式 (5 一 172) 使 我 们 能 从 一 个 零 阶 张 量 得 到 一 个 一 阶 张 量 。 如 
果 我 们 企图 推广 这 种 方法 ,通过 对 一 个 一 阶 张 量 求 导 , 来 得 到 一 个 
二 阶 张 量 , 这 将 会 遇 到 困难 。 例 如 , 给 定 一 个 协 变 矢 量 a , 它 的 变 
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换 关 系 式 为 


四 
4 Fn (9 174) 


对 坐标 z’ 求 上 式 的 偏 导 数 ,得 
Qa 9x9rigdgqa;., dx 


Iz = rr ar7I + Jrrame (5—175) 
由 于 土 式 右 边 第 二 项 一 般 不 为 零 。 故 aa;/az 并 不 梅 成 张 量 的 分 


量 。 

为 使 张 量 求 导 后 仍 得 到 一 个 张 量 , 我 们 在 等 式 (5 一 175) 中 引 
入 死 里 斯 托 章 尔 符号 碎 的 变换 式 (5 一 156) ,并 将 式 (5 一 175) 右 边 
第 二 项 的 i 指标 换 成 指标, 便 有 


Oa Adri9rida, , 9z7 Dz7 dz 
3z7 一 57572730 十 ze gro ol 


97’ dr’ 
再 由 


上 式 可 改写 为 


Qa 97x’ 97' {da 
， 一 和 和 | 生 Tm, ) (5—176) 


oar’ 
引入 记号 

Vja = Tia: (5—177) 
等 式 (5 一 176) 变 为 

Ya = Sy 0 (5 一 178) 
上 式 与 张 量 分 量 有 相同 的 变换 规律 。 因 此 ，Yjai; 是 一 个 二 阶 协 变 
张 量 的 分 量 。 它 叫 矢 量 a; 的 绝对 导数 。 
这 个 绝对 导数 乘 以 er， 缩 并 , 叫做 dz; 方向 上 的 绝对 微分 ,并 
记 作 

Da; = la; — Tjard7’ 《5 一 179 ) 
它 和 ai 一样, 是 协 变 天 量 。 有 时 我 们 又 把 绝对 微分 叫做 协 变 微 
分 ,而 绝对 导数 ,又 叫做 协 变 导数 。 

同 理 , 对 逆 变 天 量 «也 可 定义 绝对 导数 ,因为 
上 式 对 坐标 x’ 求 偏 导 得 
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drxida" 97x*ga' OX 

B71O7i gridr™ dri or (5 180) 
在 上 式 右边 第 二 项 的 指标 K 用 mw 代 之 ,并 将 [的 变换 式 (5 一 
156) 


dz 9Z pk zy 97" 
一 or — Fz7gzm 
代入 得 | 
dda: Dr | gxi nm dridr™m 
ra7™ drrar’ 3 me ~ gz7 zm no 
妈 
dr* {9a* 1 dx’ /9a! 
(+ Tn ) 
上 式 又 可 改写 为 
Da dBDztDziraat 
+t Tan 一 了 33 十 Poor (5 一 181) 
da- k 
Via 一 了 7 十 1m4 
于 是 式 (5 一 181) 变 为 
Ox* dxi 
Via = 332PCV74 ) : (5—182) 


上 式 与 张 量 分 量 的 变换 规律 一 样 。 因 此 ，Y a! 是 个 二 阶 混合 张 量 
的 分 量 。 它 叫做 逆 变 矢量 a: 的 绝对 导数 。 | 

此 绝对 导数 乘 以 gz 关于 7 缩 并 , 称 为 在 ez 方向 上 的 绝对 微 
分 ,并 记 为 

Dea = da’ + Tindr’a™ (5 一 183) 

开 是 一 个 道 变 矢量 。 

用 同样 的 方法 , 可 定义 任何 张 量 的 绝对 导数 导 和 绝对 微分 。 
现 以 三 阶 混 合 张 量 TT; 为 例 说 明之 。 

当 坐 标 系 变换 时 , T;; 的 变换 式 是 
OX* Dzj Or! 


Ti 一 二 Tt 
gr’07’027 ” 
上 式 又 可 改写 为 
9Z Te zy1g0z' 
3 
上 式 对 z”" 求 偏 导数 ,得 
92*9Tu rt i Or™ Or’ 9z 9Tx 
了 ZE DZ 下 DZm DT Ln = Or" Oi Oz' OX™ 
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3:z4 az: : 1 dx’ 9 | 
TT azar ls | Fram ar"! 


将 Tm 的 变换 式 


9’x’ 9X i dx™ Ar! 


了 
代入 上 式 得 
DxztaDTP， Ax! 1 ' or™ 9 " ! 
7 Or" + zn sw domen mT 


__ 97x" gr’ gx'9T’: | Ox" dx 
~ Or"Oridr'i DZ 了 ZX 


Ph Th. 


| z 《5- 一 184) 
dr” aor’ ps 并 k Aar’ ar: 1h' k 
~ dz"or dz" mm rrorn ml 
_ 97z"”9Z- 9Z mn TE 
OX"Qridr "1 
上 面 等 式 两 边 同 乘 以 9z* /ax ,并 注意 到 
DZztDTL 1 Ort Or Ar' 
9ar ol TT gm 
则 式 (5 一 184) 可 写成 
和 ， 1 | 1 了 1 1 
a + 1 一 


d71* GT" OX AY: 


一 TT 
dr'Ar™ OriAr! 


(十 放下 一 一 
出 
这 表明 
二 THT Th Th 7, J- 

是 一 个 四 阶 混合 张 量 的 分 量 。 它 叫做 张 量 下 的 绝对 ( 协 变 ) 导 数 ， 
并 记 作 

VT TT Th 5185) 

由 此 ,一 般 张 量 绝 对 ( 协 变 ) 导 数 的 表达 式 , 可 写作 


DT sr Tr 


kB 1t2"*+ TS 8 本 E 
VT = + DT ty 
f 一 1 
三 J 
Ei-k 
一 > Th pep 《5 一 186 ) 
4 一 1 


此 时 ,在 dz’ 方向 上 的 绝对 ( 协 变 ) 微 分 的 定义 式 为 


。 
天 有 下， 站， ， 关 是 "ne 上 ) 
DT = dT 十 > Th wet rd 


三 1 
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-> 中 i 1Piyg -十 1 i 3 dr (50°—187) 


DTitt* = 0 
SL 


kok >, TE PE 
di 二 一 ( 工 各 
t 二 1 


_ > TE Pig + i Di dx ] 
此 时 , 称 张 量 Tht 沿 任意 路 径 平 行 移动 。 
最 后 , 我 们 考察 度 规 张 量 g;;:、g”” 和 单位 张 量 引 的 绝对 ( 协 变 ) 
微分 。 


对 于 9 | (5 一 187) ,有 
Vngji 一 二 


《5 一 188 ) 


— gril h;— gjol hi 


Dog, = 本 本 GD 一 9 7 人 人 je 
由 恒等式 (5 一 162) 知 : 
z Vmgn=0 Dgj; =0 
同 理 , 对 9" 我 们 有 
-_ 目下 站 t k 
Vng” = 5 + I ; 十 g™? Tn 
+ 大 
Dg* = (SS + gn, + 977, ja 
由 式 (35 一 165) 知 、 
Vng" 二 0 D0 一 0 
又 因 
gj) 二 gig 一 0 
应 用 公式 (5 一 186)、(5 一 187)， 我 们 有 


V0? = SD + Th, — gtT, 
= TO— Tan;)=0 
Dg;==0 
由 此 可 见 , 度 规 张 量 和 单位 张 量 有 如 常数 一 样 , 它们 的 绝对 
( 协 变 ) 导 数 和 微分 均 为 零 。 


对 于 一 般 张 量 的 北 变 导数 ,可 由 下 面 公式 定义 | 
VT =— g™ (ViTiis) 
因此 ,要求 张 量 的 逆 变 导数 , 必须 先 作 此 张 量 的 协 变 导数 , 然后 
将 作 微分 运算 的 指标 :上 移 。 
二 绝对 微分 运算 法 则 
为 了 更 有 效 地 使 用 绝对 微分 法 的 运算 , 我 们 必须 给 出 一 些 法 
则 。 按 照 这 些 法 则 ,可 以 求 张 量 之 和 、 积 以 及 缩 并 的 绝对 微分 。 
设 张 量 Wi 是 两 个 或 更 多 个 同类 张 量 之 和 
Wi 二 U4 和 十 Vai 名 
由 张 量 绝对 微分 公式 (5 一 187), 有 
DUyr = dU + {THUMS, 
+ Th Uin — oo) dx 
DV = dV# 二 (TV YY, 
十 和 一 了 一 
把 上 面 两 式 相 加 ,然后 把 右边 对 应 的 项 相合 并 ,注意 到 
ZU + dV 一 WP 
我 们 得 到 
DUSir + DVy = DW 
由 上 式 不 难得 到 
VW = YU YiV 
即 张 量 和 的 绝对 导数 (微分 ) 等 于 绝对 导数 (微分 ) 之 和 。 
现 设 
Wipe = Up Ve 
由 式 (5 一 187) 写 出 上 式 左 过 的 绝对 微分 
DW Yip. A 十 (TWHWHS 
十 一 了 EW oy dr* 十 Ply Woe ry 
二 Th Wp 0 dx (5—189) 
上 面 等 式 有 边 第 一 -项 可 写成 
dW = (dUy Vas + Un pd Va 
式 (5 一 189) 右边 第 一 人 bs, 
zj 组 成 的 ,而 指标 二 sr …,7y 在 所 有 情况 下 都 是 按 
原来 抄写 下 来 。 同 样 ， 在 第 二 个 括 弧 中 的 各 项 是 依次 对 4 
1 7 9 组 成 ’ 而 2 Lm ,jj 9 "Js 都 是 按 原 来 抄写 下 来 。 我 们 
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以 U 及 V 的 积 代 督 W, 并 分 别 把 公共 因子 Va 和 Uj 拿 到 括 
弧 外 , 便 得 到 


DW = (DUS VES, + UIDVES, 
由 上 式 不 难得 到 
VWas = (CTU Va + Uin TVA 


故 张 量 积 的 绝对 微分 (导数 ) 可 按 通 常 的 法 则 得 到 , 即 第 一 个 
因子 的 绝对 微分 (导数 ) 乘 上 第 二 个 因子 , 加 上 第 一 个 因子 乘 第 二 
个 因子 的 绝对 微分 (导数 ) 。 此 法 则 不 难 推广 到 多 个 张 量 乘积 的 情 
况 中 。 


现 考察 缩 并 后 的 张 量 绝 对 微分 。 例 如 Tie ， 它 关于 第 一 个 
上 指标 及 第 一 个 下 指标 缩 并 
Thatr — 工作 2 
缩 并 后 , 张 量 的 绝对 微分 记 作 
了 可 和 2 (5—190) 


但 实质 上 这 个 记号 是 不 明确 的 ， 因为 记号 本 身 没 有 明确 指出 ， 


先 缩 并 后 取 绝 对 微分 ， 或 是 先 取 绝 对 微分 
DTS 


后 再 按 ,i 作 缩 并 。 然而 ， 我 们 可 以 证 明 ， 缩 并 运算 与 绝对 微 
分 法 运算 是 可 文才 的 事实 上 , 我 们 可 先 按 第 二 种 意义 计算 式 (5 
一 190), 此 时 应 在 公式 (5 一 187) 中 令 纪 = 二 = 二 红 , 再 关于 ! 作 总 和 。 


右边 对 应 于 指标 i 及 的 这 些 项 
(7 下 一 TI Tis )dz’ 


相互 消去 ,结果 有 
DT = ET 人 十 《了 人 十” 
十 Th Tit2? 一 D3 Tie 一 一 了 


上 式 左边 是 先 取 绝对 微分 , 后 作 缩 并 。 但 右边 恰好 是 缩 并 后 的 张 
量 Thz5 的 绝对 微分 。 故 上 式 又 可 改写 为 
DT — D (TRE) 

这 就 是 要 证 明 的 结论 。 : 

最 后 利用 绝对 微分 法 验证 下 面 几 个 性 质 。 

(1) 指 标的 下 降 和 上 升 的 运算 与 绝对 微分 的 运算 是 可 交换 的 。 

事实 上 , 设 有 两 个 张 量 , 例如 Ts 与 .前 一 个 是 从 后 一 个 
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下 降 "而 得 ,后 一 个 是 由 前 一 个 上 升 > 而 得 , 即 


外 = g,,T?.. 了 一 IT 
逐 项 取 绝 对 微分 ,得 
DT 一 (Dr Te 十 gg DT2 


DT2 一 (DT 十 92DT 
因为 Dg;, 二 Dg”*? 一 0 , 故 有 
DT = g,,DT'?., 
DT ,= g?DT'.,: 
(2) 次 已 知 路 征 同 时 平行 移动 的 两 个 和 拓 量 a, 尹 时 , 它们 的 标 
量 积 ga 不 变 。 
事实 上 ,我们 有 
D(g;;ad’) -一 (也 9i 701 十 gij(CDa' DB 十 gyja'( D2’) 一 
这 是 因为 Dy5 总 为 堆 ,而 De ,D 六 2 是 由 于 平行 移动 而 它们 必 为 零 。 
而 不 变量 的 绝对 微分 是 与 通常 的 微分 相同 。 故 得 
d(gia'b’) 一 0 guja'0) 一 销 数 
(3) 当 几 个 张 量 同 时 平行 移动 时 ,由 所 们 和 用 张 量 代数 运 轻 而 
得 的 张 量 也 是 平行 移动 的 。 
实际 上 , 设 
Wi = USV! 
此 时 , 张 量 UY 与 V' 是 沿 已 知 路 径 平行 移动 的 ,这 就 表示 
DU»=0 DV:=0 
由 此 得 
DIUWV:) = (CDUW))Vs ++ USDVs=0 
故 张 量 之 积 也 是 平行 移动 的 。 
同 理 不 难 验 证 , 平行 移动 的 张 量 之 和 是 平行 移动 的 。 由 平行 
移动 的 张 量 利 用 缩 并 而 得 的 张 量 也 是 平行 移动 的 。 
三 ”梯度 、 旋 度 、 散 度 
现 考察 普通 矢量 分 析 中 标量 的 梯度 , 矢量 的 旋 度 ,矢量 的 散 
度 ,它们 在 绝对 微分 法 中 是 如 何 表示 的 。 
”对 应 于 每 一 个 标量 场 
p= 9p(M) 
有 一 个 梯度 矢量 场 
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凡 玄 一 协 灾 失 荆 。 它 又 可 以 上 升 指 标 大 而 由 逆 变 坐标 给 出 
9 一 9 Y, 一 Jr 5 


为 了 求 一 协 变 天 量 “ 的 旋 度 , 先 求 % 的 协 变 导 数 


a, 


Vu 二 一 
上 式 对 调 i 与 ) 并 相 减 ,注意 到 ;二 了 0;, 便 得 
da, ca 
Yi Vid; 一 Er 


它 叫 协 变 矢 极 的 旋 度 。 特 别 是 当 4 是 某 标量 场 aCWM) 的 梯度 
时 , 即 


时 ,有 


9zZ2097 DxziDzy 
即 其 放 度 为 去。 反之 ,如 果 旋 度 为 二 , 即 


da 
Vi 一 Vi Az! 5 =0 


则 击 微 积分 的 定理 可 知 , 必 局 部 地 存在 一 数 c(4) 满足 
da 
故 得 一 协 变 矢量 a 为 某 一 标量 场 的 梯度 的 充 要 条 件 是 其 施 度 为 


使 


;二 


为 了 求 一 递 变 和 天 其 a 的 散 度 ,和 完 求 其 协 变 导数 
Va' 一 2 了 十 Taxa’ 
因为 yw 为 一 混 台 张 量 , 故 关 于 ， 村 ) 缩 并 , 便 得 一 个 标量 , 即 


Vm = 二 Lat (5—191) 
再 由 公式 (5 一 168), 有 
| | dln 
站 一 站 = in、 
故 式 45 一 191) 可 写 为 
ya = a 4 ANY 9， ,J _l 9(v ga) 
A! A ~ g dr’ 


这 就 是 张 其 a 的 获 度 计算 公式 。 
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一 个 标量 场 " 的 梯度 的 长 度 平 方 为 


上 2 
spa 


通常 记 作 4.9 , 它 叫 贝尔 特 拉 米 (Beltrami) 第 一 类 微分 参数 。 梯 度 
99/9z' 的 道 变 分 景 


的 散 度 

1 3 
通常 记 作 49 , 它 叫 贝尔 特 拉 米 第 二 类 微分 参数 ,或 叫 拉 普 拉 斯 算 
子 。 


3 5.13 曲率 张 量 
一 ” 黎 肥 一 一 克里斯托弗 尔 张 量 的 引入 
张 量 微分 与 通常 微分 之 间 最 明显 的 区 别 是 ,在 作 多 次 微分 时 ， 
一 般 说 来 , 张 量 微分 的 结果 与 微分 的 次 序 有 关 。 例 如 ,对 一 道 变 矢 
量 “分 别 作 其 二 次 协 变 导 数 VVya' 及 V,Via' ,并 考察 其 差 。 
首先 有 
Vja! 一 5 十 Ta 
它 是 一 个 二 阶 混合 张 量 ,再 求 其 协 变 导 数 , 有 
Vi.Vja 一 2 + TVa’— TtY,a’ 
汉人 (区 + )+ 信 (各 十 1 


2 下 
(+ Th ) 


da Du Da da 
-t+ 


"07x! 97? 
Fe 十 (wT 十 rr? | 
若 将 上 式 中 j 及 i 两 指标 对 调 , 上 式 中 前 五 项 之 和 显然 不 变 ， 
而 后 两 项 则 变 成 


过 
a (Fr 十 rT | 
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所 以 不 难得 到 下 面 的 等 式 
Viv a — YY, Yo 一 ci 一 他 十 Tl, 一 一 1 


上 式 左边 称 为 道 变 矢 基 尾 的 交错 二 阶 协 变 导数 。 我 们 令 


01 0 = 
R = a 一 了 + Ti TT (5 一 192) 
则 得 
VY, Vja' -一 V Yi 一 RR 77 人 (5—193) 


然而 ,一般 Ri. 并 不 恒 为 考 。 从 而 
ViVia A Vj Via' 
这 就 表明 求 协 变 导 数 与 其 顺序 有 关 。 

在 式 (5 一 193) 中 ,左边 是 二 张 量 之 差 , 因 此 也 是 个 张 基 。 而 只 
是 任意 逆 变 矢量 , 由 商定 则 知 ，R 六 . 是 一 个 三 次 协 变 一 次 道 变 的 
四 阶 混 合 张 量 。 这 个 张 量 通常 称 为 黎 曼 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 。 
或 称 为 黎 曼 空间 的 曲率 张 量 。 

我 们 从 式 (5 一 192)、(5 一 150? 可 知 , 曲 率 张 量 是 仅 由 度 规 张 基 
构成 的 。 如 果 能 够 把 坐标 系 选 得 使 9 为 常数 , 则 在 这 个 坐标 系 中 
以 及 所 有 其 它 的 坐标 系 中 ,曲率 张 量 的 所 有 坐标 均 为 坊 。 

对 于 协 变 矢 量 ,我 们 可 用 下 面 的 方法 来 求 它 的 交错 二 阶 协 
变 导 数 。 

设 5 是 任 一 道 变 和 拓 景 。 对 不 变量 a15' 求 协 变 导数 ,有 

V(b ) = (Yjanb + a( yw) 


对 上 式 再 求 一 次 协 变 导数 ,得 
ViVj(ab) = Vi( Vjan)b' dt (Va (vy) 


十 (ViaD (Yo) + a( VV0') 

上 式 中 VV 与 Yj; 的 位 洽 对 调 , 这 时 左边 不 改变 ,因为 不 变 其 的 
协 变 导 数 与 通常 的 导数 相同 。 而 在 右边 第 二 项 与 第 三 项 的 位 四 互 
换 , 所 以 并 不 改变 它们 的 和 。 从 于 式 减 去 它 交 换 V; 及 VV, 昌 次 厅 
所 得 的 公式 , 便 得 

0 一 (YIVig@ 一 ViVig)1 十 oOVIY 让 一 YYD) 
上 式 右边 第 一 项 中 以 9 代 /, 并 在 第 二 项 中 用 公式 (5 一 193) 代入 ， 
便 得 
(ViVi 一 ViViag)02 十 ww 有 Ri 22 一 0 

考虑 到 六 是 任 一 张 基 ,， 则 所 得 的 等 式 应 该 看 作 关 于 靖 的 恒等式 。 
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思 此 闫 的 系 效应 为 支 , 丰 有 
YY 一 YY 一 一 Re (5- 194) 
得 到 类 似 于 式 (5 一 193) 的 公式 。 
现在 在 .我 们 来 计 代 任 营 张 量 场 ,例如 TI 的 交错 二 阶 协 下 导数 。 
为 此 ,我 们 采用 类 似 的 方法 ,把 已 知 张 昌 [的 每 个 协 变 指标 与 任 
访 的 一 阶 道 灾 张 其 相 缩 并 ,而 把 每 一 个 道 变 指标 与 任意 一 阶 协 变 
张 曙 相 缩 并 。 于 是 我 们 得 到 一 个 不 变 娃 
中 =~ Tab'e! (5-—195) 
式 中 力作 是 任意 的 张 量 场 。 然 后 计算 
YY 中 一 YY 中 
对 式 (5 一 195) 求 导 两 次 ,再 与 交换 3 及 Yi 牛 的 式 陪 相 减 ,结果 得 
VIViID— VvVviDPD= (VVT— Ve VT ab'e 
二 TeVVid,— Vi VA bre’ 
二 TEC YYVD OO— VeVi ) ay 
+ THCYVO Oo Vi Ve) ap 
因为 中 是 不 变 基 , 故 上 式 左 边 为 专 , 右 边 的 所 有 圆 括号 (除去 第 一 
个 外 ) 中 .都 用 式 (5 一 193)、 5 一 194) 来 代 换 。 我 们 得 到 
0= CVV Vv)ap'e 
二 Tr Ri.ab ed Ri pe’ Ri .dpb'e™} 
入 为 a. ,e' 是 任意 张 黄 场 , 故 这 里 所 得 的 是 关于 ,We 的 恒 等 
式 。 因 而 乘积 wpe' 的 系数 经 合并 同类 项 以 后 应 该 等 于 仿 。 为 收 
集 a,5*c' 的 系数 ,我们 把 x,s,t 看 作 任 意 固定 了 的 指标 。 在 第 一 项 
仿 5,i,j 分 别 等 于 7,s,t。 第 二 项 中 今 y.1.j 分 别 等 于 x,s,t。 第 
三 项 中 令 pm,j 分别 等 于 1，s,{。 第 四 项 中 令 p,ism 分 别 等 于 7， 
s,t。 我 们 每 到 
VViT 一 VYVTE = — Ri Ti— Rae FT, Ris. Th 
因而 , 任 一 张 攻 的 交错 二 队 协 变 导数 可 表示 为 
WMA VSV = 


tt 


ste er sr a jr 
二 Rx, - Te 1 p+ 1 f “ Ri 和 El Hi | Sm 


r= 1 ff 一 1 


(5-—-196) 
上 式 称 为 李 奇 (Ricei) 公 式 。 
我 们 知道 R:*. 是 一 个 张 晤 ,关于 与 i 编 并 , 便 得 


1906 


显然 ,这 也 是 个 张 量 ,并 称 它 为 李 奇 张 其。 
式 (5 一 197) 两 边 乘 9” ,关于 j 与 不 缩 并 ,可 得 
R = 9” R ， (5— 198) 


我 们 把 它 叫 做 曲率 标量 。 

二 ” 黎 蛙 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 的 性 质 

从 和 歼 曼 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 的 定义 可 知 , 它 只 与 度 规 张 量 
gu 以 及 其 第 一 、 第 二 阶 导 数 有 关 。 由 公式 (5 一 192) 有 


of™, 机 , ， 
= 十 TT — Th, (5—199) 


车 将 前 两 个 指标 对 调 , 此 张 量 的 分 基 改 变 符号 。 由 此 可 见 ，Ri 
”是 关于 1 与) 反对 称 的 , 即 


se 
R.,. 。 一 一 


R 人 .三 一 有 RD. (9 一 200 ) 
义 因 
二 k 
Ri 二 2 一 5 一 200) 
二 大 
RR- 一 _ 站 I (5— 202) 


将 式 (5 一 199)、(5 一 201)、(5 一 202) 相 加 ,我 们 得 到 对 于 三 个 协 变 
强 标 的 德 环 对 称 性 质 , 即 
RD 十 Ra 十 RD 一 0 (5——203) 
上 上 式 称 为 比 安 基 (Bianchj) 第 一 恒等式 。 
其 次 ,将 李 奇 公式 (5- 一 196) 用 于 度 规 张 量 9, 便 得 
V, Vgst 一 Vj Vidst 一 一 Rs. dk Ri .gs (5—204) 
因 上 上 式 左 边 恒 等 于 零 ,奉令 . 
Re gi 一 一 民 (5- 一 205 ) 
则 由 式 (5 一 204) 得 
Ri 一 一 R (5 -一 206 ) 
即 R; 关于 后 两 个 指标 s 与 上 是 反 称 的 。 由 式 (5 一 205) 所 定义 的 
协 变 张 量 Ri 叫做 协 变 曲率 张 量 。 有 时 也 把 R 叫做 第 一 类 黎 
曼 记 号 , 而 把 Ri :叫做 第 二 类 黎 曼 记号 。 显 然 , 从 定义 可 知 ，Rr 
是 关于 前 两 个 指标 i 与 /也 是 反 称 的 。 即 


Ri = — Rn (5—207) 
再 对 公式 (5 一 203) 乘 以 gu ,关于 上 作 缩 并 , 便 得 
Ri 十 R ,, 十 R., 一 0 (5—208) 
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殊 求 与 公式 (5 一 199) 相 类 似 的 表示 Pu 的 式 子 。 由 公式 (5 一 
205) 有 


了、 2 
Rs 一 gu( 守 让 一 -十 TT: js TT, ) 
ar oT dg a fgu 
9 or rar tar 
十 Ta MN 一 Td igu 
on, OF, 


ey gy | 一 了 人 gu Tgwu) 


十 I gn 十 Iqgi) 十 了 一 [gu 


a oT 
一 0 一 I yy ~ ay 人 十 1 A Pi 


| {99u Sa 一 2 
(gx = 2 ( 守 下 Or Or! 
居 pa { A oi i, 

{igrt 一 9 Nm 十 Ax: Ox! ) 

代入 上 式 , 便 得 
R= ( d gi Og, de 2 ) 

2 \gr07r” or/97 X07 pk 

一 Tigr 十 Ti gn (5—209) 
由 上 式 可 知 

R.,,.. 一 R,,;, 


由 于 曲率 张 量 的 华 标 具有 一 系 列 恒 等 的 线性 关系 。 由 计算 结 
果 可 知 , 它 具有 本 质 的 坐标 数 且 为 
/ N=Ce1+0 .3+ 2 = 


当 ， 二 2 时 ,NN 二 1。 当 4 二 3 时 , V = 6。 我 们 看 到 三 维 空 
闻 的 曲率 张 基 所 具有 的 本 质 坐 标 个 数 与 g 的 坐标 个 数 一 样 多 。 
最 后 , 我 们 考察 李 奇 张 量 。 我 们 看 到 , 上升 R, 最 后 一 个 指 


标 ,得 

R .一 0 及 
把 它 代 入 式 (5 一 197) 中 , 便 有 

R,. = 95R，。 (5 一 210) 
再 由 协 变 曲率 张 基 的 性 质 
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R= Rs 
于 是 式 (5 一 210) 可 以 改写 为 
Rj =g Run = R., 
尔 即 李 和 奇 张 量 是 对 称 的 。 
作为 协 变 曲率 张 量 性 质 的 应 用 ,我 们 推导 一 个 重要 的 恒等式 ， 
它 叫 比 安 基 恒 等 式 。 
对 一 个 协 变 矢 其 a. 的 协 变 导 数 Vije. 应 用 李 育 公式 (5 一 196)， 
则 有 
ViV, Vjas 一 ViViVjds = — Ri Vias 一 Ri Vjas 
(59—211) 
在 上 式 中 更 换 指标 :一 i 一 ;一 1, 得 
ViVjVias — Vj;}ViVias 一 一 及 Vias — Ris. Ya 
(5—212) 
VjViVias ~ VIVj Vas = — Ry, Vias — Ri. Vi 
(5—213) 
其 次 ,由 式 (5 一 196) 
VVia ~ VjViad: = — Ri ,a 
印 
~— ViVija + VjVias = Rii.as 
一 ViViVijd, 十 ViV; Vid, — ( YIR ) ok 十 R;,. Var 
(D5—214) 
在 上 式 中 更 换 指 标 /一 :一 /一 六 得 
— ViVVia ViViVia = (VER. )art Rj. Viar 


| (5—215) 
一 V, Vig, 十 W V; Via: 一 ( V Ri. ) ax 十 Ri:. Va 
(5—216) 


将 式 (5 一 211) 一 (5 一 216) 式 相 加 ，, 便 得 
一 (Ri 六 + Ri + Ri. )ara, 
十 (7R 兴 ,十 了 了 慑 写 ,十 VjR 凡 .a 二 0 
由 式 (5 一 203) 知 , 上 式 左 边 第 一 个 圆 插 弧 内 为 零 。 而 余下 的 项 又 
由 于 a; 是 完全 任意 的 , 故 得 下 列 恒等式 
VRit. + VRjt. 十 VRis. 一 0 (5—217) 
此 式 称 为 比 安 基 恒 等 式 。 在 这 个 恒等式 中 , 若 令 大 = 上 缩 并 后 , 便 
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得 
ViR;. TT VR. 十 VR.. 一 0 
上 式 屠 以 og” , 作 缩 并 ,并 注意 到 


Ri;s.g = R= Rg” Rg”*—=R 


便 得 到 

2 R 一 ” VR 一 - 0 
右 令 

Go =R"— Ro 
则 得 


VG, 一 VR,. VR 一 一 0 


这 是 在 相对 论 中 有 重要 应 用 的 一 个 公式 。 

三 黎 曼 曲率 ” 常 曲 率 空间 

设 在 黎 曼 空间 中 的 一 点 W, 给 定 两 个 线性 无 关 的 矢量 e 与 
bp*, 由 此 作 标 量 


了 LDO 加 
(gjagn qiang ) a ba' Db (9 218) 


称 它 为 关于 二 矢量 下 与 关 所 确定 方向 的 黎 曼 曲率 (或 称 截面 曲 
滨 )。 过 4 点 切 于 二 天 和 量 必 与 关 所 决定 的 二 维 平 面 作 所 有 可 能 
的 测 地 线 , 形成 一 个 二 维 曲 面 。 此 曲面 在 4 处 的 高 斯 曲率 便 是 


K 一 


K 。 
知 攻 不 论 在 哪 一 点 都 与 方 癌 旺 , 关 无 关 , 由 此 可 得 
Ri = — K(ggr — 9r9;:) (5—219) 
为 了 计算 K, 上 式 乘 以 gg” , 作 缩 并 , 便 得 
R=—K(y— 1’) 
BI] 
R 
K = 一 (5 一 220 ) 
若 黎 曼 曲率 不 论 对 任何 方向 ,也 不 论 在 任何 点 ,都 恒 为 零 。 则 
得 


Rs 一 0 
曲率 张 量 Ri 为 零 的 歼 曼 空间 叫做 平坦 空间 。 
在 式 (5 一 219) 中 ,K 一 般 可 以 是 坐标 的 函数 。 将 式 (5 一 219) 
代入 式 (5 一 217) 中 , 则 有 
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(VK ) (gg grng ji) 十 ( ViK) (gjgu 一 Grig jh ) 十 
十 ( VK ) (gg 一 grigir) 一 
此 陈 采 以 , 作 缩 并 ,注意 到 
9 9 一 他 一 Gguig” 一 gu 人 一 gu 
(VK)g’gs = (YK) 一 VK 
使 得 到 
gi VK — ng VK no VK — 
— gm VikK 十 gi ViK— gn Vk = 0 
合并 同类 项 后 得 
(gu VK 一 WE VKR)(n — 2)=0 
这 里 所 考察 的 是 之 2 的 情 帝 ,因而 / 
gu ViK — gi ViK=0 
上 式 乘 以 9 , 作 缩 并 ,得 
(ViK)(x—1)=0 
上 有 


VK = =0 (5 一 221) 


了 
从 而 得 到 舒 泵 (CSchur) 和 定理: 
奉 在 空间 (" 之 2) 名 点 处 , 歼 曼 曲率 和 定义 的 两 方 同 无 天 , 则 
此 葡 曼 曲率 在 空间 到 处 是 常数 。 : 
满足 式 (5 一 221) 条 件 的 空间 , 称 为 常 曲率 空间 。 
平均 曲率 、 爱 因 斯 组 (Einstein) 空 间 
在 黎 曼 空间 中 一 点 M(z',… ,x) ,考察 孔 相 正 交 的 ;个 单位 
所 基 Ww(i) ,其 中 (CD 是 区 别 矢 基 的 指标 ,表示 矢量 的 道 变 指标 。 
假设 求 总 和 的 规律 不 通用 于 括号 之 内 。 
然而 , 4*(i) 是 下 相 正 交 的 ， 个 单位 矢量 这 一 性 质 可 用 ， 
Gisheoh ph (1 
z ~ GD) 
来 表示 。 我 们 把 在 空间 各 点 定义 的 1 个 正 交 单位 矢量 之 集 叫 做 正 
交 标 架 。 设 Gi) 的 协 变 分 量 为 
h(i) = gh (1) 


《5 一 222) 


则 由 上 式 可 得 
CORCI) = 6, 
上 式 表明 ,由 有 Gi) 作成 的 窍 阵 与 由 ()) 作成 的 矩阵 之 积 等 于 由 
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5 作成 的 矩阵 , 即 单 位 和 矩阵 。 故 有 
DuG =6! 
上 式 乘 以 9g”*, 作 缩 并 , 便 得 
De 一 9 


在 此 标 架 中 , 取 两 矢量 (i) 与 如 ()) ， 由 它们 所 定 方 同 的 黎 
曼 曲 率 用 Kw 表示 , 得 


民 EC 7 站 RD 有 (RCI7) 
Koon Tog gg mmm) (2%) 


注意 到 式 (5 一 222) 式 ,我 们 有 


Kooy) = ~ Rh CR CR CR CI) 《2 天 7) 
上 式 关 于 j 求 总 和 ,得 : 
> ,Kw 一 Rh CG) h(i) DASDLASD 
一 一 Roh: (2)h (2)g" 
一 Ri 人 (iD 和 人 
一 及 .ps 人 DA CD) 


_ 上 式 叫 做 关于 方向 在 (i) 的 平均 曲率 。 
再 求 关 于 个 互相 正 交 的 平均 曲率 的 总 和 ,得 


D0 = Da (Ri) = Rug’ =R (5 一 224) 


上 式 表明 , 关于 ， 个 互相 正 交 方 向 的 平均 曲率 的 总 和 与 标 架 
的 选 法 无 关 , 它 等 于 标量 曲率 。 
现 取 任 意 矢量 a*, 设 关于 此 方向 的 平均 曲率 为 M, 则 


Rua'a’ 
一 guaia’ 
我 们 求 方向 a' ,使 M 取 极 值 。 为 此 ,计算 
oaoM -0 
Da 
便 得 
2Rua' (gq) 一 2950 (Raaa) 0 
(gga'a7)" 
a 


(Ri 一 Mgi) a 二 0 
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满足 此 方程 的 方向 一 般 有 n 个 , 而 且 互 相 正 交 。 它 们 称 为 本 
奇 主 方向 。 使 李 奇 主 方向 不 定 的 空间 , 即 


RR, 一 Myg,, (5—225) 
的 空间 称 为 爱 因 斯 坦 空间 。 


上 式 乘 以 只 , 作 缩 并 ,得 


g'R, — nM 
故 
M 一 工 R 
n 
从 而 式 (5 一 225) 式 又 可 写作 
R,, 一 Ry (5-—226) 
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